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Kapitel 1
Einleitung

Historisch bezieht sich der Begriff der Spektralanalyse auf die Zerlegung von poly-
chromatischem Licht mit Hilfe eines Prismas, so daf§ sich einzelne unterschiedliche
Farbanteile getrennt in dem zugehorigen Spektrum wahrnehmen lassen. Moderne spek-
tralanalytische Verfahren lassen sich allgemein als mathematisch-statistische Methoden
definieren, die im wesentlichen dazu dienen, unscharfe periodische Strukturen inner-
halb bzw. zwischen zeitlich und/oder rdumlich geordneten Beobachtungen deutlich zu
machen. Es existiert eine kaum noch iiberschaubare Vielfalt von Methoden und wis-
senschaftlichen Anwendungsgebieten. Eine kleine Auswahl von Anwendungsgebieten,

wobei Uberschneidungen méglich sind, umfafit unter anderem:

Okonomie. Seit Anfang der sechziger Jahre werden spektralanalytische Verfahren zur
Analyse der Eigenschaften von 6konomischen Zeitreihen eingesetzt (vgl. u.a. GRAN-
GER/HATANAKA[1964], KONIG/WOLTERS[1972], FRIEDRICH[1974, II1.2.4]). Neuere
Anwendungen in der Okonometrie, bei denen spektralanalytische Methoden eingesetzt
werden, umfassen z.B. die Messung von Persistenz (vgl. z.B. WOLTERS[1991, 1992])
oder die Schitzung von Heteroskedastie-Autokorrelations-konsistenten Kovarianzma-

trizen (vgl. z.B. ANDREWS[1991], DEN HAAN/LEVIN[1994]).

Chemie. Eines der zur Zeit anspruchvollsten Anwendungsgebiete fiir hochaufiosende
Verfahren der Spektralschéitzung ist die magnetische Kernresonanz-Spektroskopie zur
Strukturaufklérung von Molekiilen (vgl. z.B. BRETTHORST[1988], SCHMIDT[1989], BRIL-
LINGER/KAISER[1992], DREHER[1992]). Eine enge Verbindung zur Biomedizin bildet
die in-vivo Kernresonanz-Spektroskopie, z.B. zur vergleichenden quantitativen Analyse

des Stoffwechsels in gesunden Zellen und in Krebszellen (vgl. z.B. SCHMIDT[1989, S. 691t]).

1



Ingenieurwissenschaften. Beispiele finden sich u.a. bei der Analyse von Radarsigna-
len (vgl. z.B. HAYKIN/KESLER[1983]), Sonarsigalen (vgl. z.B. KAY[1988, S. 4ff]) oder
in der Sprachsignalverarbeitung (vgl. z.B. ITAKURA/SAITO[1970], SHUMWAY[1988,
S. 82ff]).

Astronomie. Die Analyse der Periodizitidt von Sonnenflecken gehort mit zu den klas-

sischen Anwendungsbeispielen der Spektralanalyse (vgl. z.B. YULE[1927]).

Medizin. In der Neurologie werden z.B. EEG-Signale mit Hilfe von Spektralschét-
zungen analysiert (vgl. z.B. STEINBERG / GASSER/ FRANKE([1985], ALAGON[1989]), en-
dokrinologische Anwendungen der Spektralanalyse findet man z.B. in COATES/DIG-
GLE[1986], PRANK et al. [1990].

Geophysik. Beispiele sind u.a. die spektralanalytische Analyse von kiinstlich erzeug-
ten oder natiirlichen seismologischen Signalen wie Sprengungen zur Lagerstéttenex-
ploration, Atombombenexplosionen, bzw. Erdbeben (vgl. z.B. BATH[1974], DARGAHI-
NOUBARY /LAYCOCK[1981]).

Klimatologie. Periodische Schwankungen von orbitalen Parametern der Erde (Ek-
zentrizitdt, Obliquitét, Prézession) und ihr Zusammenhang mit langfristigen Klima-
schwankungen konnen mit Hilfe von spektralanalytischen Verfahren untersucht werden
(vgl. z.B. MACDONALD([1990]).

Array Processing. Ein iibergreifendes Spezialgebiet mit Anwendungen in der Astro-
nomie, Ingenieurwissenschaften oder der Geophysik ist das sog. ,, Array Processing*, wo
Empfangsdaten raumlich angeordneter Sensoren mit Hilfe spektralanalytischer Verfah-

ren ausgewertet werden (vgl. z.B. JOHNSON/DUDGEON|[1993)]).

Einerseits verleihen die vielfiltigen Anwendungsgebiete der Spektralanalyse als sta-
tistischer Methode einen besonderen Reiz. Andererseits hat die Tatsache, dafl Wis-
senschaftler aus den unterschiedlichsten Bereichen seit langem zur Entwicklung des
spektralanalytischen Instrumentariums beigetragen haben, dazu gefiihrt, dafl Arbeiten
beziiglich des grundsitzlich gleichen Forschungsgegenstandes in zahlreichen verschie-
denen Soziolekten formuliert werden. KAY[1988, S. xiii] charakterisiert treffend diese

Entwicklung als:

, ... avirtual "tower of Babel” of nomenclature, terminology, and sym-

bolism*.



Hierdurch wird die fiir schnelle und erfolgreiche Weiterentwicklungen notwendige in-

terdisziplindre Kommunikation erheblich behindert.

Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit ist die Diskussion und Evaluierung von automa-
tischen parametrischen und nichtparametrischen Verfahren der Spektralschéitzung:
Die mathematisch-statistischen Methoden zur Spektralanalyse lassen sich grob in para-
metrische und nichtparametrische Verfahren unterteilen. Beide Klassen von Verfahren
unterscheiden sich im wesentlichen durch die Art der getroffenen Modellannahmen.
Bei parametrischen Modellen werden stiarkere Annahmen iiber die Natur des zu mo-
dellierenden datenerzeugenden Prozesses getroffen werden als bei nichtparametrischen
Modellen. Sowohl bei parametrischen Modellen als auch bei nichtparametrischen Mo-
dellen miissen vor Durchfithrung einer Schétzung weitere a priori Entscheidungen zur
Modellspezifikation getroffen werden: Bei parametrischen Spektralschitzungen mufl
eine spezielle parametrische Modellklasse und die Anzahl der zu schétzenden Para-
meter vorgegeben werden. Bei nichtparametrischen Spektralschéitzverfahren muf3 ein
spezielles Glattungsverfahren ausgesucht und das Ausmafl der Glattung durch Vor-
gabe eines Glattungsparameters festgelegt werden. Insbesondere bei parametrischen
Spektralschatzungen kann dariiberhinaus fiir eine gegebene Modellklasse die Wahl ei-
nes geeigneten Schétzalgorithmus eine erhebliche Rolle spielen. Ziel von automatischen
Verfahren der Spektralschiatzung ist es, moglichst alle subjektiven Entscheidungen bei
der Modellspezifikationen durch objektive, datengestiitzte Entscheidungsverfahren zu
ersetzen. Der Schwerpunkt bei parametrischen Spektralschéatzverfahren liegt hierbei
auf der Bestimmung der Zahl der zu schiatzenden Parameter, bei nichtparametrischen
Spektralschétzverfahren auf der Bestimmung des Glattungsparameters. Grundsatz-
lich ist es allerdings moglich, weitere Entscheidungen der Modellspezifikation mit Hilfe
von objektiven, datengestiitzten Entscheidungsverfahren durchzufithren. Die Ziele von
automatischen Spektralschétzverfahren sind zum einen darin zu sehen, die Standard-
auswertung von Massendaten zu erleichtern. Zum anderen sollen automatische Spek-
tralschétzverfahren es ermdoglichen, weniger erfahrenen Anwendern bei der Modellspe-
zifikation Hilfestellung zu geben, so dal methodisch anspruchsvolle Verfahren so weit
wie moglich ohne Expertenunterstiitzung eingesetzt werden koénnen.

Fiir parametrische Spektralschiatzungen sind seit den grundlegenden Arbeiten von
AKAIKE[1969a,b] zahlreiche Modellselektionskriterien entwickelt worden. WHABA /-
WoLD[1975b] entwickelten auf der Grundlage von Gliattungsplines unter Verwendung

von Kreuzvalidierung ein automatisches nichtparametrisches Spektralschéitzverfahren.



Einen ersten allgemeinen Ansatz, sowohl parametrische als auch nichtparametrische
automatische Spektralschiatzungen mit Hilfe von Kreuzvalidierung in einem einheitli-
chen Rahmen zu behandeln macht HURVICH[1985]. Verschiedene Weiterentwicklungen
folgten, ohne dafl die fast ausschliefilich auf Kreuzvalidierungstechniken beruhenden
nichtparametrischen Modellselektionskriterien sich auch nur annéhrend so durchsetzen
konnten, wie parametrische Modellselektionskriterien.

Angesichts des weiten Einsatzgebietes von Spektralschétzverfahren kann von vornher-
ein nicht erwartet werden, ein automatisches Spektralschitzverfahren zu entwickeln,
das sich bei allen Anwendungen gleichermaflen gut bewéhrt. Vielmehr kann nur, auf-
bauend auf einem griindlichen Versténdnis der mathematisch-statistischen Grundlagen
sowie der Vielfalt von parametrischen und nichtparametrischen Schéitzverfahren, ein all-
gemeiner methodischer Rahmen zur Entwicklung und Evaluierung von verschiedenen
automatischen Schétzverfahren vorgegeben werden. Dieser Zielsetzung entsprechend,
kann kurz das weitere Vorgehen in dieser Arbeit skizziert werden:

In Kapitel 2 werden die Grundlagen von stochastischen Prozessen vorgestellt sowie
die grundlegende Terminologie eingefiihrt. Fiir die Entwicklung von automatischen
Spektralschétzverfahren ist insbesondere der Abschnitt 2.6 und die Spektraldarstellung
der Kullback-Leibler-Information von stochastischen Prozessen im Frequenzbereich von
Bedeutung.

In Kapitel 3 wird die wichtigste Modellklasse zur parametrischen Spektralschédtzung,
das autoregressive Modell, behandelt. Das Konzept der maximalen Entropie wird kri-
tisch diskutiert. Einen besonderen Stellenwert besitzt die Darstellung der unterschied-
lichen Algorithmen zur Schitzung von autoregressiven Modellen sowie deren Relevanz
bei unterschiedlichen Problemstellungen.

Direkte und indirekte Spektralschétzer, die beiden klassischen Verfahren der nichtpa-
rametrischen Spektralschiatzung, werden in Kapitel 4 diskutiert.

In Kapitel 5 werden die methodischen Grundlagen entwickelt, die einen sinnvollen
Vergleich von verschiedenen automatischen parametrischen und nichtparametrischen
Spektralschétzverfahren ermoglichen. Unter der Bezeichnung , global korrigierte Dis-
krepanzen“ wird eine neue Klasse von Diskrepanzmaflen fiir Spektraldichtefunktionen
eingefiihrt.

In Kapitel 6 werden Modellselektionskriterien sowohl fiir parametrische als auch fiir
nichtparametrische Methoden der automatischen Spektralschitzung diskutiert. Auf-

bauend auf den Arbeiten von HANNAN/RISSANEN[1988], HURVICH/BELTRAO[1990]



und HURVICH[1992] wird eine neue Klasse von ,strafenden nichtparametrischen Mo-
dellselektionskriterien vorgeschlagen. Der groite Vorzug dieser Modellselektionskrite-
rien besteht in ihrer einfachen Konstruktion und wenig aufwendigen Berechenbarkeit,
die in volliger Analogie zu den gewohnten parametrischen Modellselektionskriterien er-
folgen kann. Fiir ausgewahlte parametrische und nichtparametrische Modellselektions-
kriterien erfolgt im Rahmen einer Simulationsstudie ein umfassender Vergleich. Eine
abschliefende Evaluierung von verschiedenen Modellselektionskriterien erfolgt anhand

von jeweils einer Beispielzeitreihe aus Okonomie, Biomedizin und Astronomie.

Ergénzende Bemerkungen:

In weiten Bereichen der Literatur zur Spektralschidtzung ist fast durchgéngig eine Dar-
stellung mit Bezug auf komplexwertige stochastische Prozesse iiblich. Ebenso werden,
sofern moglich, alle Schatzalgorithmen sowie Programme fiir komplexwertige Beobach-
tungen formuliert bzw. komplexwertige Testdatensitze zur Programmvalidierung zur
Verfiigung gestellt. Dies wird nicht nur deshalb gemacht, weil Anwendungen existie-
ren, bei denen es sinnvoll ist, zwei reellwertige Beobachtungsreihen als eine komplex-
wertige Reihe zu interpretieren, wie z.B. bei der Kernresonanz-Spektroskopie. Viel-
mehr basieren weitergehende Analysetechniken auf Datentransformationen, wie z.B.
der komplexen De- und Remodulation, deren einzelne Schritte nur im Rahmen von
komplexwertigen Prozessen sinnvoll interpretiert werden koénnen (vgl. z.B. SCHLITT-
GEN/STREITBERG[1984, S. 136ff], MARPLE[1987, xix|). Da es erheblich einfacher ist,
von der komplexen Darstellung auf die reelle Darstellung iiberzugehen als umgekehrt,
wird in dieser Arbeit meist von der komplexwertigen Darstellung Gebrauch gemacht.
Ausnahmen sind insbesondere die Bereiche, wo fiir den komplexwertigen Fall keine
mathematisch-statistischen Aussagen zur Verfiigung stehen. Die Entscheidung fiir eine
weitgehend komplexwertige Darstellung wurde dadurch erheblich erleichtert, daf3 die
matrizenorientierte Programmiersprache GAUSSI 3.0 den komplexen Datentyp soweit
wie moglich bei allen Datenmanipulationen unterstiitzt. Daher war es auch ohne er-
heblichen Programmiermehraufwand moglich, alle Schatzverfahren in Programmen zu

implementieren, die komplexwertige Beobachtungsreihen als Input akzeptieren.

In das Literaturverzeichnis wurden mit wenigen Ausnahmen Arbeiten aufgenommen,
die unmittelbar im vorliegenden Text zitiert werden. Ein ausfiihrlicheres Literaturver-
zeichnis, das auch Gebiete der Spektralanalyse umfafit, die im Rahmen dieser Arbeit

nicht behandelt werden koénnen, steht zur Verfiigung.



Kapitel 2
Grundlagen stochastischer Prozesse

Die ersten Abschnitte dieses Kapitels dienen der allgemeinen Einfithrung von Grund-
begriffen sowie der Notation. Allgemeine Literatur hierzu ist z.B. LAMPERTI[1977],
PRIESTLEY[1981], LAMBERT/POSKITT[1983], BROCKWELL/DAVIS[1991], SCHLITT-
GEN/STREITBERG[1984], NEWTON[1988]. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels iiber
die Zusammenhénge von Entropie, Information und stochastischen Prozessen bildet
eine wichtige Grundlage zum Verstédndis von autoregressiven Spektralschétzern sowie

der Représentation von Informationskriterien im Frequenzbereich.

2.1 Stochastische Prozesse

Def. 2.1.1 (Stochastischer Prozef)
Sei T eine Teilmenge der reellen Zahlen R. Dann heifit eine Familie von Zufallsvaria-
blen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)

(2.1) Xi(w): 2—TR teT,we

reellwertiger stochastischer Prozef$ mit der Indexmenge T .

Die Indexmenge 7 wird hier als Zeit interpretiert. Ist die Indexmenge iiberabzahlbar,
so heifit der stochastische Prozefl kontinuierlich, ist sie abzéhlbar, wenn z. B. die In-
dexmenge 7 gleich den ganzen Zahlen Z ist, so heifft der stochastische Prozef3 diskret.
In dieser Arbeit werden nur stochastische Prozesse betrachtet, deren Indexmenge eine

Teilmenge der ganzen Zahlen ist.



In der Betrachtungsweise von Definition 2.1.1 ist X;(w) fiir jedes fest vorgegebene ¢ eine
Zufallsvariable. H&lt man dagegen ein w € (2 fest und 148t den Zeitindex t variieren,

so erhélt man eine reellwertige Abbildung der Variablen ¢:

Def. 2.1.2 (Realisationen stochastischer Prozesse)
Die Abbildungen

(2.2) Xi(w): T—R weQuw fest

heiflen Realisationen des stochastischen Prozesses {X;(w),t € T }.

Realisationen stochastischer Prozesse werden auch Stichprobenpfade oder Trajektorien

genannt.

Die endlich-dimensionalen Verteilungen eines stochastischen Prozesses lassen sich an-

geben als:

Def. 2.1.3 (Verteilungen eines stochastischen Prozesses)
Die Familie {Fy, . +,} der endlich-dimensionalen Verteilungsfunktionen eines stocha-

stischen Prozesses { Xi(w),t € T} sei definiert als:

(23) Ft17...7tn(.f171, e ,.CL"n) = P(th < L1y ,th < .Tn)

V(t, ... tn) mit ty<ty<---<t, und neN

Das Theorem von Kolmogorov sagt aus, dafl sich stochastische Prozesse durch ihre
endlich-dimensionalen Verteilungen eindeutig bestimmen lassen, so dafl eine Beschrei-
bung von stochastischen Prozessen durch ein System endlich-dimensionaler Verteilun-
gen erfolgen kann. Eine allgemeine Darstellung des Theorems von Kolmogorov mit
Beweis findet sich z.B. in LAMPERTI [1977, Anhang 1]. Die vereinfachte Darstellung
hier, mit den geordneten Indizes (t1,... ,t,), erlaubt den Verzicht auf eine zusétzliche

Permutationsbedingung (BROCKWELL/DAvis [1991, S. 10/11]).



Satz 2.1.1 (Theorem von Kolmogorov)
Die Verteilungsfunktionen {Fy, .} sind dann und nur dann Verteilungsfunktionen

eines stochastischen Prozesses fiirn € N und 1 < i <n, wenn gilt:

Ftl,...,ti_l,ti+1,...,tn (.Tl, vy Ti—1, xi—}—l) CIE 7-7771) =

(24) Ftl,...,ti_l,ti,ti+1,...,tn (.Tl, cee i1, 00, xi—}—l) CIE 7-7771)

V(... tn) mit ty1<ty<---<t, und neN
|
Gleichung (2.4) fordert, daf sich die Verteilungen niedrigerer Dimension eines stochasti-
schen Prozesses als Randverteilungen seiner héherdimensionalen Verteilungen ableiten

lassen.

Def. 2.1.4 (Strenge Stationaritit)

Ein stochastischer Prozef$ heif$t streng stationdr, wenn gilt:
(2-5) Ftl,...,tn (551, . 7-7771) = Ft1+h,...,tn+h($1, . lﬂn)

mit ti,t; +heT, i=1,...n,neN.

Die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen X, , ..., X}, eines streng stationéren
Prozesses ist also invariant gegeniiber Verschiebungen in der Zeit. Sie hdngt nur von
der Entfernung zwischen den einzelnen Elementen ab und nicht von deren absoluter
Lage auf der Zeitachse. Die Kenntnis der gesamten gemeinsamen Verteilung ist im
allgemeinen eine zu hohe Anforderung. Fiir praktische Belange beschriankt man sich
auf Aussagen iiber die ersten und zweiten Momente eines stochastischen Prozesses. Die

Beschreibung der zeitlichen Abhéngigkeiten erfolgt iiber die Autokovarianzen.

Def. 2.1.5 (Autokovarianzfunktion)
Sei {Xi,t € T} ein stochastischer Prozeff mit Var(X;) < oo Vt € T. Dann ist die

Autokovarianzfunktion vx (r,s) mit r,s € T definiert als:

(2.6) vx(r;8) = Cov(Xy, Xs) = E[(Xy — px, )(Xs = pix,)];

wobei px, = E(X,).



Def. 2.1.6 (Schwache Stationaritit)
FEin stochastischer Prozeff {X;,t € Z} heifit schwach stationdr, wenn gilt:

(1) EIXi? < oo Vte Z

(i) BE(X:) = p Vte Z
(mittelwertstationér)

(iii) vx(rys) = yx(s—r) Vrse Z

(kovarianzstationér)

Als abkiirzende Schreibweise fiir die Autokovarianzfunktion eines schwach stationdren
stochastischen Prozesses wird statt yx(r — s) auch yx(7) oder einfach ~, verwandt,
wobei 7 = r — s ist.
Durch Normierung mit «(0) erhélt man aus der Autokovarianzfunktion 7, die Auto-
korrelationsfunktion p(7), d.h. ")
y(T

p(1) = W
Mittelwert- und Kovarianzstationaritét wird zusammenfassend auch als schwache Sta-
tionaritdat bezeichnet. Aus der strengen Stationaritit folgt die schwache Stationaritét.
Fiir Gauss-Prozesse, d.h. fiir Prozesse, deren Verteilungsfunktionen multivariate Nor-
malverteilungen sind, folgt aus der schwachen Stationaritdt auch die strenge Stationa-
ritat.
Im weiteren soll unter Stationaritdt immer schwache Stationaritét verstanden werden.

Die Autokovarianzfunktion eines stationdren stochastischen Prozesses kann wie folgt

beschrieben werden (BROCKWELL/DAv1s [1991, S. 26]):

Satz 2.1.2 (Eigenschaften der Autokovarianzfunktion)
Sei vx(.) die Autokovarianzfunktion eines stationdren stochastischen Prozesses. Dann

qgilt:

(i) vx(0)
(ii) vx(7)] < vx(0)
(iii) Yx(7)

Y,
o

vx(=1), VreZ. .
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Autokovarianzfunktionen besitzen eine weitere Eigenschaft, die besonders hervorgeho-

ben werden soll. Zunéchst ist noch eine weitere Definition erforderlich:

Def. 2.1.7
Eine Funktion h : Z — R heifst positiv-semidefinit, wenn gilt:

> 2 aiaih(ti —t;) > 0

i=1j=1

Y(ay,...,a,) € R", V(t1, ..., ty) € 2", nenN

Der folgende Satz trifft nun eine sehr allgemeine Aussage iiber positiv-semidefinite
Funktionen und Autokovarianzfunktionen, die fiir die Spektraldarstellung von sta-
tionéren Prozessen von grundlegender Bedeutung ist (siehe z.B. BROCKWELL/DAVIS-
(1991, S. 27]):

Satz 2.1.3 (Positiv-Semidefinitheit/Autokovarianzfunktion)
Fine reellwertige Funktion v(1), 7 € Z mit v(1) = ~v(—7) ist dann und nur dann
positiv-semidefinit, wenn sie die Autokovarianzfunktion eines stationdren Prozesses ist.

In praktischen Anwendungen treten héufig Zeitreihen auf, die nicht stationér sind.
Mit Hilfe eines Beispiels sei kurz darauf hingewiesen, dafl ein stochastischer Prozefl

kovarianzstationér sein kann, ohne mittelwertstationér zu sein:

Sei {Z;} ein stationdrer stochastischer ProzeB mit E(Z;) = p fiir alle ¢ € 7. Bildet

man den neuen Prozef {X;} als:
Xt =m; + Zt7

wobei m; eine deterministische Funktion der Zeit ¢ ist, so ergibt sich:

(i) E(Xy) = mi+p
(1) yx(1) = El(Xetr — mupr — p)(Xe — mu — )]
= El(Zisr —1)(Z — p)]

= z(7).



11

Der Prozefl {X;} ist also nicht mittelwertstationér, aber kovarianzstationér. Dies im-
pliziert, dafl auch Zeitreihen, die nicht mittelwertstationér sind, nach geeigneter Trend-
bereinigung mit dem fiir stationére Prozesse entwickeltem Instrumentarium behandelt

werden konnen.

2.2 Spektraldarstellung stochastischer Prozesse

Bei der theoretischen Betrachtung der Spektraldarstellung stationérer stochastischer
Prozesse ist es haufig einfacher, zunéchst den allgemeineren Fall komplexwertiger Pro-
zesse zu betrachten.

Sind U; und V; reellwertige stochastische Prozesse iiber dem gleichen Wahrscheinlich-

keitsraum, dann 1&8t sich ein komplexwertiger stochastischer Prozefl X; darstellen als:
Xe=U+iV, mit $=-1.

Fiir einen komplexwertigen stochastischen Proze wird die Definition (2.1.5) der Au-

tokovarianz modifizert zu:

Def. 2.2.1
Sei {Xi,t € Z} ein komplexwertiger stochastischer Prozefl. Dann ist die Autokovari-

anzfunktion vyx(r,s) mit r,s € Z, definiert als:

(2.7) vx(r;8) = Cov(Xy, X)) = B[(Xe — px, )(Xs — px,)"]

Fiir komplexwertige stationére stochastische Prozesse mufl die Eigenschaft (iii) der

Autokovarianzfunktion aus Satz (2.1.2) verallgemeinert werden zu:

(2.8) (i) (1) =7"(=7),

d.h. die Autokovarianzfunktion eines komplexwertigen stochastischen Prozesses ist
hermitisch.
Analog kann Satz 2.1.3 mit einer geeigneten Definition fiir die Positiv-Semidefinitheit

einer komplexwertigen Funktion reformuliert werden als:
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Satz 2.2.1
Eine hermitische Funktion v : Z +— C ist dann und nur dann positiv-semidefinit, d.h.
es qilt:

Z Z aia;’y(ti — tj) Z 0

i=1 j=1

V(ay,...,a,) €C", V(t1, ..., ty) € 2", nenN,

wenn sie die Autokovarianzfunktion eines stationdren stochastischen Prozesses ist.

Die Grundidee der Spektraldarstellung von stochastischen Prozessen 148t sich an Hand

eines einfachen Beispiels veranschaulichen:

Sei

(2.9) Xy =) Ay
j=1

eine Summe komplexwertiger Cosinoid-Prozesse mit —0.5 < w; < ws < ... < w, <0.5

und den unkorrelierten komplexen Zufallskoeffizienten A;, fiir die gilt:

Damit folgt:

(2.12) B(X) = 0
(2.13) E(Xi X)) = io_?eiQWﬂu]-
(2.14) = (1),

d.h. {X;} ist ein schwach stationérer Prozel. Nimmt man als (nicht-normierte) Ver-

teilungsfunktion

(2.15) Flw)y= Y o7,

Jiwj<w
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so laBt sich v(7) mit Hilfe eines Stieltjes-Integrales schreiben als:

(2.16) 1) = [ 0; TG (w) |

Die Darstellungen (2.9) und (2.16) lassen sich sich nun fiir beliebige schwach stationére
Prozesse mit Erwartungswert Null verallgemeinern:

Fiir die allgemeine Spektraldarstellung eines stochastischen Prozesses muf§ die Summe
mit unkorrelierten, komplexen Zufallskoeffizienten durch ein stochastisches Integral
beziiglich eines stochastischen Prozesses mit orthogonalen Zuwichsen ersetzt werden,
so daf} er sich darstellen lafit als (BROCKWELL/DAvVIS[1991, S. 117, 133-144]):

0.5
(2.17) X, = / 27 (W) |
—0.5

Da dies ein zu aufwendiges mathematisches Instrumentarium erfordert, wird im fol-
genden fiir die Herleitung der Spektraldarstellung die Verallgemeinerung von (2.16)

betrachtet, wobei man sich auf Stieltjes-Integrale beschranken kann.

Grundlage der Spektraldarstellung der Autokovarianzfunktion eines stationéren stocha-
stischen Prozesses mit ganzzahliger Indexmenge ist dann folgender Satz (z.B. BROCK-
WELL/DaAvi1s [1991, S. 116ff], LAMBERT/POsSKITT [1983, S. 58/59)):

Satz 2.2.2 (Theorem von Herglotz)
Eine Funktion ~v : Z +— C ist dann und nur dann positiv-semidefinit, wenn eine be-
schrinkte, nicht-fallende Funktion F : [—0.5,0.5] — R ezistiert, so daf§ gilt:

0.5
(2.18) (7)) = / TTIR(W) Ve 2.
—0.5

Aufbauend auf Satz (2.2.2) 1a8t sich nun definieren:

Def. 2.2.2 (Spektralverteilung/-dichte)
Sei {X:} ein stationdgrer stochastischer ProzefS mit der Autokovarianzfunktion ~(7), fir

die gilt:

0.5 .
y(r) = / TR () |
—0.5
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Dann heifit F(w) die (nicht-normierte) Spektralverteilungsfunktion von {X:} und (7).
Ist F(w) differenzierbar, so heifst die Funktion f(w) = F'(w) die (nicht-normierte)
Spektraldichtefunktion von {X:} und v(1).

Die normierte Spektralverteilungsfunktion H(w) ergibt sich als:

so daf sich die Autokorrelationsfunktion p(7) eines stationéren stochastischen Prozesses
darstellen 148t als:
o) = [ erran ).

Wie in der Literatur iiblich, soll bei der Verwendung der Begriffe Spektralverteilungs-
bzw. Spektraldichtefunktion nur dann explizit zwischen den normierten und den un-
normierten Funktionen unterschieden werden, wenn dies fiir die aktuelle Fragestellung
tatsdachlich relevant ist.

Besitzt ein stationdrer Prozefl eine absolut-summierbare Autokovarianzfunktion, d.h.

wenn gilt:

S ()] < oo,

T=—00

so 148t sich der Zusammenhang zwischen Autokovarianzfunktion und Spektraldichte-

funktion einfacher formulieren (z.B. BROCKWELL/DAvIS[1991, S. 118]):

Satz 2.2.3

Eine absolut-summierbare Funktion v : Z +— C ist dann und nur dann Autokovarianz-
funktion eines stationdren stochastischen Prozesses {X:}, wenn sich dessen Spektral-
dichtefunktion darstellen lafit als:

(2.19) flw) = i e~y (1) Yw € [-0.5,0.5].

T=—00

Da sich bei Existenz von f(w) die Autokovarianzfunktion darstellen lafst als:

05
(2.20) (1) = / €T f(w)dw,

—0.5
ergibt sich, dafl Spektraldichtefunktion und Autokovarianzfunktion ein Paar von Fou-

riertransformierten bilden.
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Der Zerlegungssatz von Lebesgue fiir Verteilungsfunktionen der Wahrscheinlichkeits-
theorie 148t sich auch auf die normierten Spektralverteilungsfunktionen iibertragen.
Fiir alle praktisch relevanten Félle 148t sich der Zerlegungssatz vereinfacht formulieren
als (PRIESTLEY[1981, Vol. 1, S. 226ft)):

Satz 2.2.4 (Zerlegungssatz)

Jede normierte Spektralverteilungsfunktion ldft sich darstellen als:

(2.21) H(w) = a1 Hy(w) + a2 Ha(w)
mat:

1. a1,a2 >0, a1+a=1

2. Fir die Funktionen Hy(w) und Hy(w) gilt:

(a) Hi(w) ist eine absolut stetige Funktion mit H, = hy(w), so daf gilt H,(w) =
S5 ha(u)du.

(b) Ha(w) ist eine Treppenfunktion mit Springen der Hohe {h,} an den Stellen
{w.}, r=1,2,3... und 3, h, =1.

Mit (2.21) 148t sich die Autokorrelationsfunktion p(7) in Abhéngigkeit von einer steti-

gen und diskreten Komponente darstellen als:

(2.22) p(1) = arp(7) + azp? (7)

mit:

und

(2.23) pA(r) = Y e#™mh,,
r=1
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Ebenso wie Autokovarianzfunktion und nicht-normierte Spektraldichtefunktion sind
pM(7) und hi(w) ein Paar von Fouriertransformierten und es gilt p™(7) — 0 fiir
7 — oo (PRIESTLEY[1981, S. 228]). Im Gegensatz dazu ergibt sich p(® (1) als Summe
von periodischen Cosinus- und Sinustermen, so daf p®(7) unabhéngig davon, wie grof
7 wird, nicht gegen Null konvergiert.

Die Frage, aus welchen Komponenten sich eine Spektraldichtefunktion zusammensetzt,
ist insbesondere fiir die Schéitzung von Spektraldichtefunktionen relevant, da dies fiir
die Auswahl eines geeigneten Schétzverfahrens von Bedeutung ist. In vielen Fiéllen
kann man sich auf die Betrachtung von Spektraldichtefunktionen mit absolut stetiger
Komponente beschréanken. Eine Entscheidung dariiber kann aber nur in Hinblick auf

ein spezielles Anwendungsgebiet getroffen werden.

2.3 Lineare Filter und stochastische Prozesse

Fiir die Analyse stochastischer Prozesse ist es niitzlich, ein einfaches Modell zu betrach-
ten, bei dem ein Inputproze { X;,t € Z} durch einen Filter F(-) in einen Outputprozefl
{Y;,t € Z} transformiert wird:

(X} ' (v}

Eine wichtige Kenngrofie eines Filters ist seine Impulsantwortfolge:

Def. 2.3.1 (Impulsantwort)

Verwendet man als Input eines Filters die Einheitsimpulsfolge {6:} mit:

1 t=0
(St -
0 t#0,
so erhdlt man als Output die Folge {1;}, die als Impulsantwortfolge bzw. Impulsantwort

bezeichnet wird.
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Fiir die Beschreibung von Filtern sind die folgenden Eigenschaften relevant: Zeitinva-

rianz, Linearitat, Stabilitdt, Kausalitét, Invertierbarkeit.

Fiir zeitinvariante Filter gilt: Wird dem InputprozeB {X;} der Outputproze§ {Y;}
zugeordnet, so wird fiir alle moglichen Verzogerungen 7 € Z der verzogerte Inputprozefl

{Xi_-} in den verzogerten Outputproze {Y;_,} transformiert.
Lineare Filter sind durch das Superpositionsprinzip definiert:
F(ed XV} + p{XP}) = aF (X)) + BFIXPY),

d.h. eine Transformation einer Linearkombination zweier Inputprozesse ist gleich der

Linearkombination der transformierten Outputprozesse.

Zeitinvariante lineare Filter fiir stochastische Prozesse lassen sich durch die folgende

Transformation definieren:

Def. 2.3.2 (Zeitinvariante lineare Filter)
Die Transformation eines stochastischen Prozesses {X;,t € Z} in einen stochastischen
Prozefs {Y;,t € Z} mit der Impulsantwortfolge {1;,7 € M C Z} gemdifs

(2.24) Yo=Y Xy
jEM
wird als zettinvarianter linearer Filter bezeichnet. n

Der OutputprozeB {Y;} ergibt sich also als Faltung der Impulsantwortfolge {t;} mit
dem stochastischen Proze {X;}.
Mit den Annahmen

> il <o

j=—o0

und
E(|X:*) <00 VteZ

kann das Gleichheitszeichen in (2.24) als stochastische Konvergenz im quadratischen
Mittel interpretiert werden, d.h. es gilt (vgl. z.B. SCHLITTGEN/STREITBERG [1984, S.
86]):
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lim Bl|Y; = > ¢;X, )] = 0.

j=—n

Ein zeitinvarianter linearer Filter ist durch seine Impulsantwortfolge {;} vollstandig
beschrieben.

Ein Filter heifit stabil, wenn zu einer beschrinkten Inputfolge eine beschrinkte Out-
putfolge erzeugt wird (BIBO-Stabilitét). Hinreichende und notwendige Bedingung fiir
die Stabiltdt eines linearen zeitinvarianten Filters ist die absolute Summierbarkeit der
Impulsantwortfunktion (vgl. z.B. OPPENHEIM/SCHAFER[1992, S. 31]).

Fiir die Diskussion von weiteren Filtereigenschaften ist es niitzlich, sich noch anderer
Darstellungsformen von Filtern zu bedienen:

Unter Verwendung des Lagoperators L, der definiert ist durch:
LJXt = Xt—j7 j S Z7
kann ein linearer Filter dargestellt werden als:

K = Z aijXt7
J

bzw. in kompakterer Form mit Hilfe des Lagpolynoms a(L) = >°; a; L7

Das charakteristische Polynom eines Filters der Form
a(L)y=14+a1L+...+a,L*
ist als z-Transformation seiner Filterkoeffizienten definiert:
a(z)=1+az'+...+az? z€eC.

Es ist niitzlich, zeitinvariante lineare Filter mit Hilfe der folgenden Eigenschaften zu

klassifizieren:

- Kausalitdt bzw. Antikausalitét,

- Invertierbarkeit bzw. Nicht-Invertierbarkeit.



Def. 2.3.3 (Kausale und antikausale Filter)
Fin Filter a(L), der sich darstellen laf$t als:

a(L) = Z aij,
J=0
d.h. fir dessen Koeffizienten

a;=0 Yj<0

qilt, heifit kausaler Filter. Fir einen antikausalen Filter

0

a(L) = Z aij

j=—00
gilt entsprechend:
a; =0 Vj>0.
Ansonsten heifit ein Filter akausal, d.h.
al)= 3 L.
j=—00
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Bei kausalen Filtern wird der Output Y; ausschliellich durch X mit s < ¢ beeinfluf}t,

so daf} zukiinftige X, auf gegenwartige Y; keine Wirkung haben.

Da bestimmte Eigenschaften eines zeitinvarianten linearen Systems dquivalent durch

kausale oder antikausale Filter dargestellt werden konnen, kann die Analyse der Dua-

litdt zwischen kausaler und antikausaler Systembeschreibung zusétzlich wertvolle Ein-

sichten vermitteln, was z.B. bei der Entwicklung moderner parametrischer Spektral-

dichteschitzer von fundamentaler Bedeutung ist®.

Zur Fragestellung der Existenz eines inversen Filters gelangt man, wenn ein Output-

prozeB {Y;} vorliegt, der mit einem bekannten Filter a(L) aus einem unbekannten

Inputproze { X;} berechnet wurde: Unter welchen Bedingungen gibt es einen zu a(L)

inversen Filter a=!(L), so dal der Inputproze {X;} rekonstruiert werden kann ?

Fiir kausale inverse Filter lassen sich die erforderlichen Bedingungen mit Hilfe des

charakteristischen Polynoms festlegen:

Lyvgl. z.B. Kapitel 3
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Satz 2.3.1 (Euxistenz kausaler inverser Filter)
Seia(L) = 14+a1L+. . .4a,LP ein linearer, zeitinvarianter Filter. Liegen alle Nullstellen

des charakteristischen Polynoms

1

a(z)=14amz " +...+apz?

innerhalb des Einheitskreises, dann existiert ein kausaler inverser Filter a™'(L) mit

absolut summierbarer Koeffizientenfolge. "

Zu einem Filter a(L) existiert ein akausaler inverser Filter a™*(L) der Form:
a (L) = ) L’
Jj=—00
dann, wenn keine Wurzel seines charakteristischen Polynoms a(z) auf dem Einheitskreis

liegt. Wenn im weiteren von einem invertierbaren Filter gesprochen wird, dann ist,

wenn nicht ausdriicklich anders angegeben, ein kausal invertierbarer Filter gemeint.

Elementarer Grundbaustein fiir stochastische Prozesse, die mit Hilfe von zeitinvarian-

ten linearen Filtern dargestellt werden kénnen, ist der White-Noise-Prozef3:

Def. 2.3.4 (White-Noise-Prozef3)
Fine Folge {e;,t € Z} von identisch verteilten Zufallsvariablen fir die gilt:

Ele)=0 VieZ

o t=s
~v(t,s) = ¢
o {0 t

2

heifst White-Noise-Prozef§ mit Erwartungswert 0 und Varianz o, in Kurznotation:

{e:} ~ WN(0,0?).

Sind die Zufallsvariablen {¢;,t € Z} zudem auch noch unabhéngig, so wird dies in der

iiblichen Notation angegeben als:

{e:} ~1ID(0, 02).

Mit Hilfe eines White-Noise-Prozesses und eines zweiseitig unendlichen linearen Filters

148t sich der allgemeine lineare Prozef3 darstellen als:
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Def. 2.3.5 (Allgemeiner linearer Prozefs)

Sei {e,} ~ WN(0,0%) und (L) = X2 ;L7 ein absolut summierbarer linearer
Filter, d.h.
Z |¢J| < 00,

Jj=—00

dann heift
(L= Y ille= > bje

j=—00 j=—00

allgemeiner linearer Prozefs. "

Es ist niitzlich, kovarianzerzeugende Funktionen als z-Transformation der Autokovari-

anzfunktion einzufithren:

Def. 2.3.6 (Kovarianzerzeugende Funktion)
Die kovarianzerzeugende Funktion Gx(z) eines stationdren Prozesses {X:} mit der

Autokovarianzfunktion ~, ist die komplezwertige Funktion

GX(Z): Z Yz,
vorausgesetzt, die Reihe konvergiert in einem ringférmigen Bereich {r=' < |z| < r}

mitr > 1. n

Durch die Angabe des Konvergenzbereiches {r~' < |z| < r} mit r > 1 ist gewiihrleistet,
dafl der Einheitskreis im Konvergenzbereich enthalten ist, so dafl als Spezialfall die

127w

Fouriertransformation mit z = e existiert, so daf} gilt:

(2.25) fx(w) = Gx(e?™).

Der folgende Satz beschreibt nun allgemein, wie bei bekannter Autokovarianzfunk-
tion eines Inputprozesses und bekanntem linearen Filter die Autokovarianzfunktion des
Outputprozesses abgeleitet werden kann (vgl. z.B. NEWTON[1988, S. 79ff], SCHLITT-
GEN/STREITBERG [1984, S. 87ff] ):
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Satz 2.3.2 (Filtertheorem)
Sei {Xi} ein schwach stationdrer stochastischer ProzefS mit Erwartungswert px und

der Autokovarianzfunktion vx (7). Der stochastische ProzefS {Y;} ergebe sich als:

Yo=Y Xy
j=—00
mit o
> sl < o0
j=—00

Dann gilt: {Y;} ist schwach stationdr mit dem Erwartungswert
(2.26) EY:) =px Y

j=—00
und der Autokovarianzfunktion

(2.27) Y (T) = i i Yiviyx (T — 7+ k)

j=—00 k=—00

soune der kovarianzerzeugenden Funktion:
(2.28) Gy (2) = Gx(2)Gy(2)Gy(1/27)

mit

Gu(z) = 3 e

j=—o0

Die Funktion Gy(z) = 320 ;277 ist die z-Transformierte der Impulsantwortfunk-
tion des Filters und wird auch als Transferfunktion des Filters bezeichnet.

Wesentliche Aussage des Filtertheorems ist, dafl ein stationdrer Prozefl durch einen
stabilen Filter mit absolut summierbarer Impulsantwort wieder in einen stationéren

Prozef3 transformiert wird.

Ist der Inputproze des linearen Filters ein White-Noise-Prozef {e;} ~ WN(0, 02), so
vereinfacht sich die Darstellung von Erwartungswert und Autokovarianzfunktion des

Outputprozesses {Y;} zu:

(2.29) BY) = 3 4;B(e ) =0

j=—00
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(2.30) w(r) =0l 3 b,

j=—o0

und die kovarianzerzeugende Funktion ergibt sich in diesem Fall als:

(2.31) Gy (z) = 02Gy(2)Gy(1/2").

Eine wichtige Klasse von stochastischen Prozessen, die unmittelbar aus einem White-

Noise-Prozef§ abgeleitet werden, sind Moving-Average-Prozesse der Ordung q:

Def. 2.3.7 (Mowving-Average-Prozef3)
Fin stochastischer Prozefl {X;,t € Z} heifst Moving-Average-ProzefS der Ordnung q

bzw. MA(q)-Prozefs mit den Koeffizienten 6@ = (6y,...,0,) und der Innovationspro-
2

€’

zeffvarianz o, wenn er sich darstellen lafit als:

Xi=e+0i1+...+ 9q€t—q

bzw. .
Xt = Z Gjet_j = Q(L)Et
§=0

mit
0p=1,0,#0 und {e} ~ WN(0,02).

Folgt ein stochastischer Proze {X;} einem Moving-Average-ProzeB, so wird dies an-
gegeben als {X;} ~ MA(q, 0, 0?) oder einfach als {X;} ~ MA(q).

Ist {X;} ein MA(q)-ProzeBl geméf Def. 2.3.7, so gilt fiir Erwartungswert und Autoko-
varianzfunktion:

q
E(Xt) = ZGjEet_j =0 VieZ

j=0
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q
Cov(Xy, Xpir) = yx(1) =4 02D 00, 0<7<gq
=

Die Stationaritét von MA(q)-Prozessen ergibt sich also unmittelbar aus ihrer Definition.

Ist eine Autokovarianzfunktion gegeben, der man einen MA(q, 6, 02)-Prozel zuordnen
will, so ergeben sich allerdings Identifikationsprobleme: Im allgemeinen ist die Zu-
ordnung zwischen einer Autokovarianzfunktion und einem MA(q, 6, 02)-ProzeB nicht

eindeutig. So besitzen zum Beispiel die beiden MA(1)-Prozesse
X; ~MA(1,6;,0%) und Y; ~ MA(1,1/6,,02%60,60%)

die gleiche Autokovarianzfunktion

o2(1+6,07) 7=0

020, T=1
Yx(7) = (1) =

o20; T=-—1

0 sonst.

Eindeutigkeit kann erreicht werden, indem man sich z.B. auf die Klasse der kausal
invertierbaren MA(q)-Prozesse beschriankt (vgl. Satz 2.3.1), d.h. man betrachtet nur

diejenigen MA(q)-Prozesse, bei denen alle Wurzeln des charakteristischen Polynoms
0(z) =140z 4+ ... +0,279

innerhalb des Einheitskreises liegen.

Die vereinfachende Annahme der Invertierbarkeit kann allerdings nicht immer aufrecht-
erhalten werden: ASTROM et al. [1984] stellen fest, daf bei der diskreten Abtastung
von zeitstetigen Prozessen nicht invertierbare MA-Polynome auftreten kénnen. RoO-

BINSON|[1983, S. 148] sowie MATSUOKA / ULRYCH[1984] verweisen vor dem Hintergrund
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seismographischer Anwendungen darauf, dal die Annahme der Invertierbarkeit von

MA-Prozessen nicht a priori gerechtfertigt werden kann.

Eine fiir die Spektralschéitzung besonders wichtige Klasse von stochastischen Prozessen

ist die Klasse der autoregressiven Prozesse:

Def. 2.3.8 (Autoregressiver Prozefs)
FEin stochastischer Prozeff {X;,t € Z} heifit autoregressiver Prozef§ der Ordnung p bzw.
AR(p)-Prozefs mit den Koeffizienten ¢ = (¢, ... ,¢p) und der Innovationsprozefsvari-

anz o2, wenn er sich darstellen lift als:

Xt + ¢1Xt—1 + ...+ ¢pXt—p = €¢ Vit € Z

bzw.
p
¢(L)Xt = Z ¢th—j = €
§=0
mit

po=1,0, 70 und {e} ~ WN(0,02).

Analog wie bei MA(q)-Prozessen werden die Kurzschreibweisen {X;} ~ AR(p, ¢, 0?)
bzw. {X:} ~ AR(p) verwendet.
Ein AR(p)-ProzeB {X,} ist dann stationér, wenn er sich darstellen 148t als:

X, = ¢ (L)e
(2.32) = Y e,

Jj=—00
d.h. die Stationaritét eines AR(p)-Prozesses kann anhand der Existenz eines zu ¢(L)
inversen Filters definiert werden. Im Falle von kausalen Filtern ergibt sich damit als
Stationaritétsbedingung fiir AR(p)-Prozesse, dafl alle Wurzeln des charakteristischen

Polynoms

R S S W

innerhalb des Einheitskreises liegen miissen. In diesem Fall existiert eine kausale

MA (o0)-Darstellung eines AR(p)-Prozesses:
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(233) Xt = Zzpjet_j.
j=0

Die MA (oo)-Darstellung (2.33) eines kausalen AR(p)-Prozesses ist ein Spezialfall von
(2.29) bzw. (2.30), so dafl Erwartungswert und Autokovarianzfunktion sich angeben

lassen als:
Z% €t— J

und
COV(Xt> Xt-f—T) - 7X - 02 Z Qﬂ] j—T"

Die Darstellung der Autokovarianzfunktion eines AR(p)-Prozesses iiber seine MA (00)-
Darstellung ist allerdings nicht sehr praktikabel. Es ist im allgemeinen einfacher, die
Autokovarianzfunktion implizit {iber eine Differenzengleichung zu spezifizieren. Hierzu

geht man von der Definition eines AR(p)-Prozesses aus:

Xt + ¢1Xt_1 + ...+ ¢pXt—p = €

multipliziert beide Seiten mit X;* _,7 > 0 und bildet die Erwartungswerte:

(2.34) E(X,X; )+ 0E(Xea X )+ ...+ ¢ E(XepXP ) = E(e, X ),

so daf sich ergibt:

(2.35) Y+ O1Vro1+ oo+ Dpyr—p = 0.

Die Autokovarianzfunktion eines AR(p)-Prozesses l&8t sich also durch eine determini-
stische lineare homogene Differenzengleichung beschreiben, deren allgemeine Losung

lautet:

(2.36) ”yx(T) = Cl)\71—+62)\72—+... —i—Cp)\;,
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wobei A, ..., A, die Wurzeln des charakteristischen Polynoms
T+ ¢z .+ ppz?

des zugrundeliegenden AR(p)-Prozesses sind. Aus Vereinfachungsgriinden ist hierbei
unterstellt, dafl gilt: \; # A;.

Soll die Autokorrelationsfunktion eines AR(p)-Prozesses in der expliziten Form (2.36)
dargestellt werden, dann sind die Konstanten ¢y, ... , ¢, so zu wihlen, dafl die durch

die folgenden Gleichungen vorgegebenen p Anfangsbedingungen

(2.37) Yr+ 011+ =0 T=1,...,p

bzw. in Matrixform und mit v_, =~

2! Yo oMo 7;—1 o1
g 5 G2
(2.38) = | .
i M
| Vo | | Tp-1 -+ 71 0| _¢p_

erfiillt sind.

Die Gleichungen (2.37) bzw. (2.38) heiflen Yule-Walker-Gleichungen und sind fiir die
Schitzung von AR(p)-Prozessen von besonderer Bedeutung. Die erweiterten Yule-
Walker-Gleichungen erhélt man, indem die Gleichungen (2.37) um die Gleichung fiir

T=0:

Yo+ O1V-1+ OV = 052-

erginzt wird. In Matrixform lassen sich die erweiterten Yule-Walker-Gleichungen dar-

stellen als:

Yoo m o Y 1 o2
LTl 0
(2.39) o =]
T :
» o o | [ |0

AR(p)- und MA(q)-Prozesse konnen als Spezialfall von ARMA ((p, ¢)-Prozessen betrach-

tetet werden:
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Def. 2.3.9 (Autoregressiver-Moving-Average-Prozefl)
Fin stochastischer Prozeff {X;,t € Z} heifst Autoregressiver-Moving-Average-Prozefs
der Ordnung (p,q) bzw. ARMA(p,q)-Prozefs mit den Koeffizienten ¢ = (o, - .. , dp)’,

0 = (bo,...,0,) und der Innovationsprozefvarianz o2, wenn er sich darstellen lift
als:
Xe+ 01 Xer + ...+ ¢pXt_p =6+ be 1+ ...+ Qqet_q Vtie Z
bzw.
O(L)Xy = 0(L)e;
mit

po=1,0,#0,00=1,0,#0 und {e} ~ WN(0,0?).

Folgt ein Prozef einem ARMA (p, q)-Prozefl so wird dies in Kurzschreibweise angegeben
als {X;} ~ ARMA(p, q, ¢, 0,0?) bzw. einfach als {X;} ~ ARMA(p, q).
Ein ARMA (p, q)-Prozef§ heifit stationdr und kausal, wenn er sich darstellen 148t als

&
(2.40) X = (L) t ;)7% t—j

und invertierbar, wenn die Darstellung

(2.41) € = %Xt = Z:ﬁth—p

existiert.
Fiir einen kausalen und invertierbaren ARMA (p, ¢)-Prozef existiert also sowohl eine
MA (o00)- als auch eine AR(o0)-Darstellung.

Aus {¢} ~ WN(0,0?) ergibt sich unmittelbar mit der Darstellung (2.40), daf§ der
Erwartungswert eines stationdren ARMA (p, ¢)-Prozesses gleich Null ist.

Zur Ableitung der Autokovarianz- bzw. Autokorrelationsfunktion kann man analog wie
bei einem AR(p)-Prozefl vorgehen:

Multiplizert man beide Seiten eines ARMA (p, ¢)-Prozesses
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mit X; _ und bildet die Erwartungswerte, so erhélt man:

(2.42) Yx(7) + d1yx (T — 1) + ... + dpyx (T — p)
= Yxe(T) +O1yxe(T — 1) 4+ ... + 0,7x(T — q)

bzw.

(2.43) vx (1) =— Ep: Giyx (T —7) + Eq: 0ivxe(T — q)

j=1 j=1

mit den Kreuzkovarianzen:

Txe(T) = B(eX(,).

Da sich die Kreuzkovarianzen yx.(7) mit (2.40) darstellen lassen als:

Vxe(T) = Bl + ) _djee ;) = o T=0
j=1

00
2

UEZ¢:_j 0<7—§q7
=T

ergibt sich die Autokovarianzfunktion eines ARMA (p, q)-Prozesses als:

p
=Y divx (T —J) T>q
j=1
p q
(244) ”yx(T) - — Z qﬁj"yx(T —j) + 052 Z ij;_T 0 S T S q
j=1 J=T
")/*(—7_) 7 <0.

Eine Beschreibung von Algorithmen zur effizienten numerischen Berechnung von Au-
tokovarianzfunktionen fiir (reelle) ARMA-Prozesse findet sich in NEWTON[1988, Ab-
schnitt 2.6].

Aus Vereinfachungsgriinden sind bislang nur stochastische Prozesse mit dem Erwar-

tungswert Null betrachtet worden. Von Null verschiedene Erwartungswerte kénnen,
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z.B. bei ARMA-Prozessen, durch Betrachtung eines (mittelwertstationdren) Prozesses
{X:} der Form

(Xt —p) +01(Xemr —p) + oo+ 0p(Xep — 1) =€+ 016421+ ...+ 0460y VEEZ

mit £(X;) = u beriicksichtigt werden.

2.4 Lineare Filter und stochastische Prozesse im

Frequenzbereich

Die Analyse von zeitinvarianten linearen Filtern im Frequenzbereich ist hdufig einfacher
und anschaulicher als die Betrachtung im Zeitbereich.

Zunéchst sei als Erweiterung des Filtertheorems (vgl. Satz 2.3.2) der folgende Satz for-
muliert, der eine einfache Beziehung zwischen den Spektraldichten eines Inputprozesses

{X:} und eines Outputprozesses {Y;} ausdriickt:

Satz 2.4.1 (Filter im Frequenzbereich)
Sei {X:} ein schwach stationdrer stochastischer Prozef3 mit der Spektraldichte fx(w).
Der stochastische Prozef3 {Y:} ergebe sich als:

Vi= > X
pRm——
mit
Z Y| < o0.
pRm——

Dann ergibt sich die Spektraldichte fy(w) mit —0.5 < w < 0.5 als:

(2.45) fr (W) =1Apw)* fx ().

wobei:

Aw(w): Z wje—i%rwj

j=—o0

Die komplexwertige Funktion A,(w) ergibt sich als Fouriertransformierte der Impuls-

antwortfolge {1;} und heifit Frequenzantwortfunktion.
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Wenn Jm(-) und PRe(-) den Imagindr- bzw. Realteil eines komplexwertigen Arguments
bezeichnen, dann kann mit Hilfe der Gainfunktion I'y(w) und der Phasenfunktion

Ty (w) die Frequenzantwortfunktion dargestellt werden als:

(2.46) Ay(w) = Ty(w)e o),

wobei:

Ty (w) = [Ay(w)] = /Re(Ay(w))? + Tm(Ay(w))?

und
Ty (w) = arctan2[Im(Ay(w)), Re(Ay(w))] — 7 < Ty(w) <,

wobei die Funktion arctan2(z) einer komplexen Zahl z = a + bi definiert ist als:

arctan(b/a) a>0
arctan2(b,a) = § arctan(b/a) + sgn(b)r a <0
sgn(b)m/2 a=0.

Als Kurzbezeichnung werden die Ausdriicke Gain und Phase verwandt.
Die graphischen Darstellungen von Gain bzw. Phase gegeniiber der Frequenz w heiflen
Gain- bzw. Phasendiagramm.

Da gilt

(T (@)HR) _ i2mXy() ik _ 2700w) e Z

ist die Phase Yy (w) nur bis auf die Addition ganzer Zahlen k definiert.

Wihrend die Interpretation des Gaindiagramms unproblematisch ist, ergeben sich beim
Phasendiagramm Schwierigkeiten. Da Y(-) nicht eindeutig bestimmt, sondern auf die
Hauptwerte im Bereich (—m, 7| beschrankt ist, konnen im Phasendiagramm Unste-
tigkeiten mit Spriingen in der Grofle von 27 auftreten. Ferner konnen Wurzeln des
charakteristischen Polynoms eines Filters, die auf dem Einheitskreis liegen, zusétzliche
Unstetigkeiten verursachen. Als Beispiel ist in Abbildung 2.1 das Phasendiagramm

eines Filters mit der Transferfunktion
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w1 w3 (%]
4 T I — T
2~ _|
@
= 0
W)
9 L _
4 L I ||
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Frequenz (w)

Abb. 2.1:  Phasendiagramm eines Filters mit der Transferfunktion: G(z) =
(1 — 1.25e067271)(1 — 1.25e70-672=1)(1 + 27!), Sprungstellen durch Hauptwertbildung:
w; ~ 0.257, w, =~ 0.743, Sprungstelle durch Wurzel auf dem Einheitskreis: w3 = 0.5.

(2.47) G(2) = (1—1.25e067271) (1 — 1.25e 06771 (1 + 271)
= 1+ 17725271 +2.3450272 4 1.5625273

angegeben.

Fiir Filter, deren charakteristisches Polynom keine Wurzel auf dem Einheitskreis be-
sitzt, ist es moglich aus einer diskontinuierlichen Phasenfunktion eine eindeutig be-
stimmte kontinuierliche Phasenfunktion zu konstruieren (,Entpacken einer Phase®).

Numerische Vorgehensweisen hierzu sowie relevante Anwendungsgebiete sind in OpP-
PENHEIM /SCHAFER[1992, Kap. 12] sowie Lim[1990, S. 122ff und 293ff] beschrieben.

In Satz 2.4.1 wurde angegeben, wie Spektraldichte, Gain und Phase eines Outputpro-
zesses bei Anwendung eines Filters auf einen Inputprozefl berechnet werden kénnen.
Im folgenden wird kurz die Erweiterung bei mehrfacher Filterung eines Prozesses an-

gegeben.



33

Durchliuft ein Inputprozef { X;} eine Kaskade mehrerer Filter {;}(1), {1;}®) ... {4, }():

— | JUC) 0 I I G
) {1} {1} {v1} A

dann ergibt sich die Spektraldichtefunktion des Outprozesses {Y;} als:

(2.48) fr (W) = [Ay (W) Aym-v (W) .- [Ago (W) fx (w)

mit

(2.49) Ay (w) = f: pPe=md =1 n
Jj=—00

und der Gainfunktion:

(2.50) F(w) = Fw(n) (w)Fw(n_D (w) tee Flb(l) (w)

sowie der Phasenverschiebung:

(2.51) T(w) = Tw(n) (w) + Tw(n—l) (w) + -+ Twu) (w) -+ H(Ld)Q?T.

Der Korrekturterm x(w)2m mit  : [0,1] — Z in (2.51) ist erforderlich, da die Funk-
tion arctan2(-) definitionsgeméfl auf die Hauptwerte im Bereich (—m, 7] beschrinkt ist
und die Summe der einzelnen Hauptwerte der Phasen im allgemeinen ungleich dem

Hauptwert der gesamten Phase ist (vgl. OPPENHEIM/SCHAFER[1992, S. 246]).

Aus der Autokovarianzfunktion eines White-Noise-Prozesses {¢;},

%(T):{ 062 7=0

0  sonst,

ergibt sich unmittelbar mit Satz 2.2.3 die Spektraldichte eines White-Noise-Prozesses

als:
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(2.52) fiw)=0? we[-0.50.5

Da sich ein ARMA-Prozef3 als gefilterter White-Noise-Prozef3 darstellen 1483,

D& e
(2.53) X = o(L) t j;oo% -5 L€t ~ WN(O, Et)

bildet Satz (2.4.1) zusammen mit der Spektraldichte des White-Noise-Prozesses (2.52)
Grundlage fiir die Ableitung der Spektraldichte eines ARMA-Prozesses. Die Spektren
fiir MA- und AR-Prozesse ergeben sich als Spezialfall.

Satz 2.4.2 (Spektraldichten von ARMA-Prozessen)
Sei {X;} ein ARMA-Prozef mit der Darstellung

wobei die charakteristischen Polynome ¢(z) = 1+ ¢127' + ... + ¢pz 7P und 0(z) =
1+6127 4. . .+0,277 keine gemeinsamen Nullstellen besitzen und ¢(z) keine Nullstellen
auf dem Einheitskreis besitzt.

Dann lafit sich die Spektraldichte von {X;} darstellen als:

D Y

g - -
€ | Z?:O ¢j€_Z27WJ|2

(2.54) Fx(w) w € [~0.5,0.5].

Fiir die Darstellung der Spektraldichtefunktionen von ARMA-Prozessen ist es nicht
notwendig, Kausalitdt oder Invertierbarkeit zu unterstellen (vgl. BROCKWELL/DA-
vIS[1990, S. 123]).

Aus (2.54) ergibt sich fir ¢ = (1,0,...,0) die Spektraldichte eines MA(q)-Proze8
{X,} als:

q
2.55 fx(w) =Y 0e7 ™2 o € [-0.5,0.5].
€ J

j=0
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Da fiir MA(q)-Prozesse {X,} gilt:

vx(t)=0 fir 7>¢q

bietet es sich allerdings auch an, die Spektraldarstellung eines MA(q)-Prozesses un-
mittelbar aus der Fouriertransformation der von Null verschiedenen Autokovarianzen

abzuleiten.

Mit @ = (1,0,...,0) und (2.54) hat die Spektraldichte eines AR(p)-Prozesses die

Form:

0.2

(2.56) Fx(w) = 5 qu; @€ [—0.5,0.5).

Die Beziehungen (2.54), (2.55), (2.56) bilden die theoretische Basis fiir parametrische

Ansétze der Schiatzung von Spektraldichtefunktionen.

Da die Spektraldichten von AR(p)-Prozessen besonders geeignet sind, Spektren mit
ausgepragten Peaks darzustellen und fiir die Schétzung verschiedene effiziente und
stabile Algorithmen zur Verfiigung stehen, spielen AR(p)-Prozesse eine besondere Rolle

bei der parametrischen Schatzung von Spektraldichten.

2.5 Schitzung von Momentfunktionen

Die Schétzung des Erwartungswertes u, der Autokovarianzfunktion {~,} bzw. der
Autokorrelationsfunktion {p.} eines stochastischen Prozesses {X;,¢t € Z} bilden die
Grundlage von nichtparametrischen und parametrischen Verfahren fiir die Schitzung
von Spektraldichten.

Da die Ableitung der Eigenschaften von Schétzfunktionen fiir die genannten Momente
teilweise sehr langwierig und aufwendig ist, beschrénkt sich die Darstellung hier auf eine
kurze Zusammenfassung der wichtigsten Definitionen und Aussagen fiir reelle stocha-
stische Prozesse. Detailliertere Ableitungen sowie weitere Literaturhinweise finden sich
u.a. in BROCKWELL/DAVIS[1991, Kap. 7], PRIESTLEY[1981, Kap. 5], NEWTON[1988,
Kap. 3 | sowie SCHLITTGEN /STREITBERG [1984, Kap. 4 |.

Fiir die Schétzung der Momente eines stochastischen Prozesses steht haufig nur eine

einzige Realisation des stochastischen Prozesses zur Verfiigung. Die Notwendigkeit,
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Konsistenzaussagen fiir Momentenschétzer von stochastischen Prozessen zu formulie-
ren, wobei Langsschnittdaten statt Querschnittsdaten zur Schétzung der Momente
verwandt werden, fithrte zum Begriff der Ergodizitét (vgl. z.B. SCHLITTGEN /STREIT-
BERG[1984, S. 147] ):

Def. 2.5.1 (Ergodizitit)
Sei {X1,t € Z} ein schwach stationdrer Prozefs. Dann heifit {X;,t € Z} mittelwerter-

godisch, wenn qilt:

N—oo

lim E[(%;Xt —n)?=0

und kovarianzergodisch wenn gilt:

lim Bl 32 (% — ) (Xeir — ) =7 =0

N—oo i

Hinreichende Bedingungen fiir Mittelwert- und Kovarianzergodizitdat werden im folgen-

den Satz formuliert (vgl. z.B. SCHLITTGEN/STREITBERG [1984, S. 148 | ):

Satz 2.5.1
Sei {Xi,t € Z} ein schwach stationdrer Prozefs.
Dann gilt:

(i) Ist die Autokovarianzfunktion {~.} absolut summierbar, dann ist { X} mittelwert-

ergodisch.

(i) Ist {X:} ein Normalprozefl und ist die Autokovarianzfunktion {~,} absolut sum-

mierbar, dann ist {X;} kovarianzergodisch.

Die Moglichkeit, bei der Schétzung von Momenten stationédrer Prozesse Ensemblemittel
sinnvoll durch zeitliche Mittel ersetzen zu kénnen, beruht also im wesentlichen auf der
absoluten Summierbarkeit der Autokovarianzfunktion. Dies impliziert, dal gelten muf:

lim v, = 0.

T—0Q
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Anschaulich bedeutet dies nichts anderes, als da die Zufallsvariablen (X, X;,) ei-
nes stochastischen Prozesses, wenn sie schon nicht unabhéngig sind, zumindest fiir
,weit* auseinanderliegende Indizes t; und t; unkorreliert sein miissen, um konsistente
Schatzungen der ersten beiden Momente zu ermoglichen. Es sei daran erinnert, dafl
stochastische Prozesse mit absolut summierbarer Autokovarianzfunktion eine stetige
Spektraldichtefunktion besitzen (vgl. Satz (2.2.3)).

Liegt eine Realisation @ = (z1,...,zy)" eines stochastischen Prozesses mit N Beob-

achtungen vor, so wird der empirische Mittelwert berechnet als:

53
N t=1

Der folgende Satz sagt aus, daf§ die dem empirischen Schétzer (2.57) entsprechende
Schétzfunktion konsistent ist (vgl. SCHLITTGEN/STRREITBERG[1984, S. 150]):

Satz 2.5.2
Sei {Xi,t € Z} ein schwach stationdrer stochastischer Prozef$ mit absolut-summierbarer

Autokovarianzfunktion {v,} und sei
_ 1 X
==Y X
NiH

eine Schdtzfunktion fir den Erwartungswert p. Dann gilt:

EX|=E= X/ =
%] = Bl %) =
und
1 NN NlN_T
lim Var(X) = hm QZZ% . hm = 70—1—22 = 0.
- r=1s=1

Die Schétzung der Autokovarianz- bzw. der Autokorrelationsfunktion eines stochasti-
schen Prozesses ist ein Grundproblem der Spektraldichteschéitzung, das insbesondere
fiir kleine Stichproben nicht befriedigend gelost ist.

Als Schétzer der Autokovarianzfunktion {v,,7 € Z} werden in der theoretisch orien-

tierten Diskussion hauptséchlich zwei Alternativen einander gegeniibergestellt:

Die ,unverzerrte* Schétzfunktion {4%, 7 =0,£1,... ,£(N — 1)} mit:
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N—|7| B
(2'58) :)/ |7_| Z Xt+|7'| - X)
und die , verzerrte“ Schétzfunktion {4,,0,+1,... ,£(N — 1)} mit:

N—|7|

(2.59) = Z (X; — X)Xy — X).

Die entsprechenden empirischen Autokovarianzschétzer lauten:

1 N-|7|
2.60 e (2 — Z)(Tey)r) — T)
200 N & (e
und
1 NIl
(2.61) Z Ty — Z)(Typ)r| — T).
t=1

Die Gegeniiberstellung von ,, unverzerrter” und ,,verzerrter“ Schétzung ist insofern nicht
ganz zutreffend, als beide Schétzfunktionen bei unbekanntem Erwartungswert p einen
Bias aufweisen. Die Schétzfunktion {4} ist allerdings bei bekanntem p erwartungstreu
fiir {v,}. Beide Schatzfunktionen sind auch bei unbekanntem g, zumindest asympto-
tisch, unverzerrt.

Inzwischen hat sich bei der Schitzung der Autokovarianzfunktion die ,,verzerrte“ Schétz-
funktion {4;} durchgesetzt, was im wesentlichen auf zwei Griinde zuriickzufiihren ist:

Zum einen hat die ,verzerrte“ Schitzfunktion {4,} einen kleineren mittleren quadra-

tischen Fehler als die ,,unverzerrte“ Schitzfunktion {4%} (vgl. JENKINS/WATTS[1968,
S. 178ff |, PRIESTLEY[1981, S. 323ff |).

Zum andern ist man nicht nur an einer konsistenten Schétzung fiir einen einzelnen
Wert der Autokovarianzfunktion interessiert, sondern an einer Schitzung der gesamten
Autokovarianzfunktion, die méglichst alle Eigenschaften der theoretischen Autokovari-
anzen besitzen soll. Unter Beriicksichtigung von Satz 2.1.7 heifit dies insbesondere, dafl
eine geeignete empirische Autokovarianzfunktion positiv-semidefinit sein soll. Diese Ei-
genschaft kann fiir den ,,verzerrten“ Schitzer {7,} gezeigt werden, aber nicht fiir den

« . .
sunverzerrten® Schétzer {{}.
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Hierzu faktorisiert man die empirische Autokovarianzmatrix:

Co ¢t +++ CN-1 ]
(262) CN _ C1 . . CN-2
C1
| CN-1 G Co |
als
(2.63) NCy =227,
mit der (N x 2N — 1)-Matrix Z:
[ 0 0 21 2 ZN ]
L 0
(2.64) Z = o= N ,
i 21 29 PN ZN 0 e 0 |
wobei z; = x; —x firi=1,..., N.

Dann gilt fiir jeden Vektor @ = (ay, ... ,ax) € RY und N > 1:

(2.65) a'Cya=(d'Z)(ad'Z) >0,

so daf} die Matrix C positiv-semidefinit ist.

Die Bedingung ¢y > 0 ist hinreichend und notwendig fiir die strenge Positiv-Definitheit
von Cy. Dies ist der Fall, wenn nicht alle zy,...,zy identisch sind (vgl. NEw-
TON[1988, S. 165] ), was bei praktischen Anwendungen immer als als gegeben unter-
stellt werden kann.

Daf die Autokovarianzschétzer {c*} zu nicht positiv-semidefiniten Kovarianzmatrizen

fithren konnen, kann an Hand eines Beispiels gezeigt werden (vgl. AOKI[1987, S. 254]):

Sei N = 3 und & = (21,22, 23) = (1,0, —1)". Dann ergeben sich bei Anwendung des

s,unverzerrten Autokovarianzschétzers die empirischen Autokovarianzen als:

cg=2/3 ¢f=0 c§=-1
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und damit die Autokovarianzmatrix C'5:

2/3 0 -1
Ci=| 0 2/3 0
-1 0 2/3

Die Matrix C% besitzt die Eigenwerte
M=-1/3 X=2/3 X\3=5/3

und ist somit indefinit.
Mit den ,verzerrten“ Autokovarianzschétzern ergeben sich die empirischen Autokova-

rianzen als
Co — 2/3 C1 = 0 Co = —1/3,

so dafl die Autokovarianzmatrix lautet:

2/3 0 —1/3
C;s = 0 2/3 0
“1/3 0 2/3

Die Eigenwerte von Cj,
M =1/3 X=2/3 A3 =1,
sind erwartungsgeméf alle positiv, so dafl die Kovarianzmatrix C'3 positiv-definit ist.

Positiv-(Semi)Definitheit von empirischen Autokovarianzschétzern ist nicht nur wiin-
schenswert, da dies einer Fundamentaleigenschaft der theoretischen Autokovarianzen
entspricht (vgl. Satz 2.2.2 (Theorem von Herglotz) und Satz 2.1.7). Von besonde-
rer praktischer Bedeutung ist diese Eigenschaft auch bei der Entwicklung von nume-
risch stabilen Algorithmen. So verweisen z.B. SCHLITTGEN/STREITBERG [1984, S.
176] auf die Notwendigkeit von positiv-definiten empirischen Autokovarianzen fiir die
Konvergenz des Wilson-Algorithmus bei der iterativen Schétzung der Parameter eines
MA-Prozesses. Es muf} allerdings darauf hingewiesen werden, dafl zahlreiche weitere
Moglichkeiten zur positiv-(semidefiniten) Schétzung von Autokovarianzen bestehen,
auf die im Rahmen der Schétzung von autoregressiven Modellen eingegangen wird.
Dabei lassen sich auch die zum Teil erheblichen Nachteile der verzerrten Autokovari-

anzschétzer {7} klarer und anschaulicher beschreiben.
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Dessen ungeachtet wird, im weiteren, sofern nicht ausdriicklich anders angegeben, als

direkte Autokovarianzschétzung die , verzerrte“ Form {4;} betrachtet.

Unter den vereinfachenden Annahmen eines Normalprozesses mit bekanntem Erwar-

tungswert © = 0 und absolut-summierbarer Autokovarianzfunktion werden im folgen-

den Satz die Eigenschaften und die asymptotische Verteilung des Autokovarianzschétzers
4, angegeben, die Aussagen lassen sich aber mit geeigneten Modifikationen generell auf

allgemeine lineare Prozesse der Form:
Xy —p= f: pier—; € ~1ID(0,07)
j=—o0
mit
i |pjl < oo und E(e}) < o0
j=—o0

ibertragen (vgl. z.B. BROCKWELL/DAVIS[1991, S. 220ff]).

Satz 2.5.3 (Eigenschaften von 4, )
Sei {X;,t € Z} ein Normalprozefs mit n = 0 und absolut-summierbarer Autokovari-

anzfunktion {~:}.

Dann gilt:
(2.66) B () = (1~ ()
(2.67) A}i_r)r;oNCov(’yN(k),‘yN(l)) = i (Y Ymet (k=) + V-1 Ym+k)-

Dariiberhinaus sind die Grdfien

VNEN(0) —70), ... s VNEAN () — )

asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswertvektor 0 = (0, ... ,0) und den in (2.67)

angegebenen Kovarianzen. "

Die Autokorrelationsschétzer {pn(7),7 = 0,£1,... , (N —1)} erhélt man durch Nor-

mierung der Autokovarianzschétzer als:
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entsprechend ergeben sich die empirischen Autokorrelationen als:

Cr
rr = —.
Co

Die Eigenschaften der Autokorrelationsschéitzer sind im folgenden Satz zusammenge-
fafit:

Satz 2.5.4 (Eigenschaften von p,)
Sei {Xi,t € Z} ein Normalprozefs mit n = 0 und absolut-summierbarer Autokovari-

anzfunktion {~:}.

Dann gilt:
2 E(p =(1 m
(2.68) (P (7)) = (1 = "5 )p(T)
und

Jim N Cov(pn (k), pn (1))
(2.69) = Z [pm+lpm+k + Pr1Pmik — 2Pk PmPmsl — 2010m Ptk + 2010kPz | -
Die Grifen

VN(pn(1) = p1), ... . VN(pn (1) — p1)

sind gemeinsam asymptotisch normalverteilt mit dem Erwartungswertvektor 0 = (0, ... ,0)’
und den in (2.69) angegebenen Kovarianzen. n

Analog wie bei den Autokovarianzschétzern gelten die Aussagen von Satz (2.5.4 ) mit

weniger strengen Annahmen.

Gleichung (2.69) verweist auf ein grofies Problem bei der praktischen Arbeit mit Schitzern

der Autokorrelationsfunktion: Die Schétzer sind sehr stark miteinander korreliert,
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was die Interpretation eines einzelnen Schétzers sehr schwierig macht und ein erhebli-
ches Abweichen einer geschétzten Autokorrelationsfunktion von der zugrundeliegenden
theoretischen Autokorrelationsfunktion bewirken kann.

Diese Probleme trugen u.a. mit dazu bei, daf§ im Rahmen der autoregressiven Spek-
tralschiatzung die direkte Schitzung der Autokovarianzen entweder umgangen wurde
und weitere Alternativen entwickelt wurden, die sich aus speziellen Schétztechniken
ableiten.

So werden z.B. bei der Burg-Maximum-Entropie-Schéitzung die AR-Parameter un-
ter Umgehung einer expliziten Schétzung von Autokovarianzen direkt aus den Da-
ten geschétzt. Auf ULRYCH/CLAYTON[1976] ist der Ansatz einer Kleinst-Quadra-
te-Schétzung fiir autoregressive Modelle zuriickzufiithren, bei der der Vorwérts- und
Riickwartsprognosefehler minimiert wird, wobei Autokovarianzmatrizen auftreten, die
keine Toeplitzstruktur besitzen.

Die beiden genannten Alternativen sowie zahlreiche weitere Variationen (vgl. z.B.
MARPLE[1987, S. 206ff]) sind unerlaBlich, um bei bestimmten Anwendungsgebieten

iiberhaupt sinnvolle Spektralschiatzungen durchfithren zu koénnen.
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2.6 Entropie, Information und stochastische Pro-

zesse

In verschiedenen Teilen der Arbeit wird es erforderlich sein, sich auf die Entropie von
stochastischen Prozessen oder daraus abgeleiteten Kriterien zu beziehen. In diesem
Abschnitt werden nach einem kurzen Uberblick die wichtigsten Definitionen und Aus-

sagen zusammengefafit.

Der Begriff Entropie wurde zuerst in der Physik verwandt. Im klassischen physikali-
schen Kontext der statistischen Mechanik ist Entropie eine Zustandsgrofie, welche die
Unordnung eines Systems charakterisiert. Das physikalische Konzept der Entropie ist
von fundamentaler Bedeutung (vgl. z.B. ALONSO/FINN[1992, S. 426ff, 454ff]): Nach
dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik verlaufen die Prozesse innerhalb eines
geschlossenen Systems so, dafl die Entropie niemals abnimmt, sondern zunimmt oder
im Gleichgewichtsfall unverdndert bleibt. Daraus wird u.a. die Hypothese abgeleitet,
daf} die nicht umkehrbare Gerichtetheit der kosmologischen Zeit an die Zunahme der

Entropie gekoppelt ist.

SHANNON|[1948]? entwickelte im Rahmen der Informations- und Kommunikationstheo-
rie auf axziomatischer Grundlage ein Maf fiir die a priori Unsicherheit bzw. a posteriori
Information von Zufallsexperimenten. Aufgrund einer formalen Analogie mit der Dar-
stellung in der statistischen Mechanik nannte er dieses Mafl ebenfalls Entropie, obwohl
sein Konzept als unabhéngige und eigenstdndige Entwicklung betrachtet werden kann.
Allgemeine Darstellungen der informationstheoretischen Entropie mit unterschiedli-
chen Erweiterungen enthalten z.B. REzZA[1961], RENYI[1970, Kap. IX],G1asu[1977].
KLIR/FOLGER|[1988, Kap. 5] diskutieren neben dem SHANNON’schen Entropiekonzept
und dessen Verallgemeinerungen auch Mafle fiir Unsicherheit, die sich nicht auf ein
wahrscheinlichkeitstheoretisches Konzept stiitzen.

Die fiir inferenzstatistische Zwecke bedeutendste Erweiterung des Shannon’schen In-
formationskonzeptes stammt von KULLBACK/LEIBLER[1951]. KULLBACK[1959] gibt
eine detaillierte Darstellung des Konzeptes mit verschiedenen Anwendungen.
JAYNES[1957a,b] begriindet die moderne Formulierung eines allgemeinen Konzeptes

der Maximum-Entropie-Schéatzung, worauf in Abschnitt 3.3 néher eingegangen wird.

Fiir die folgenden Ausfithrungen ist das thermodynamische Konzept der Entropie von

2Im folgenden wird nach der deutschen Ubersetzung aus dem Jahr 1976 zitiert.
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untergeordneter Bedeutung. Im Vordergrund stehen hier die inferenzstatistischen Im-
plikationen des Entropie- bzw. Informationsbegriffs, wobei auch in diesem enger ge-
setzten Rahmen die inhaltliche Mehrfachbesetzung der beiden Begriffe eine klare Dar-
stellung erschwert (vgl. auch 3.3). Der Tagungsband von ZUREK[1990] (vgl. darin z.B.
ZUREK[1990a], RISSANEN[1990]) verdeutlicht die Problematik, unterschiedliche wis-
senschaftliche Zugéinge zum Entropie- und Informationsbegriff in einen gemeinsamen
interdisziplindren Rahmen zu fassen. Wenn im weiteren der Begriff Entropie verwandt
wird, dann ist damit die Shannon-Entropie gemeint, Abweichungen werden besonders

gekennzeichnet.

Die Entropie einer diskreten Zufallsvariable wird definiert als (vgl. Shannon[1976, S.
62ff]):

Def. 2.6.1 (Entropie)
Sei X eine diskrete Zufallsvariable, mit Pr(X =x) =pr, k= 1,... , K. Dann heifst

K
(2.70) S(X)=S(p1,-...px) ==Y prlnp,
k=1
Entropie der Zufallsvariablen X, wobei 0In0 tber den Grenzwert limopk Inp, =0
Pr—

abgeleitet wird.

Die Shannon-Entropie gemafl Def. 2.6.1 kann mit Hilfe verschiedener axiomatisch vor-
gegebener Eigenschaften eindeutig abgeleitet werden, wodurch sie im Vergleich zu an-
deren statistischen Kenngrofen fiir Unsicherheit einen besonderen Stellenwert besitzt.
Auf eine Diskussion des axiomatischen Hintergrundes wird hier verzichtet (vgl. hierzu
detailliert KLIR/FOLGER[1988, S. 155ff |).

Die folgenden Eigenschaften charakterisieren die Entropie S(X) als sinnvolles Ma8 fiir
Unsicherheit (SHANNON[1976, S. 62ff]):

Satz 2.6.1 (Elementare Eigenschaften - diskrete Entropie)

(i) Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Pr(X = xzg) = pr, k = 1,... , K. Dann
qilt:
0<S(X) <Ink.
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Das Mazimum S(X) = In K wird genau dann erreicht, wenn gilt:
pr=p2=--=px=1/K,

d.h. wenn X diskret gleichverteilt ist. Das Minimum S(X) = 0 wird genau dann

erreicht wenn ein py gleich 1 ist und alle ibrigen gleich Null sind.

(ii) Seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Entropie

K L
S(X,Y) = Z ZPr(X =2, Y =) InPr(X =z Y = y).
k=1 1=1
Dann gilt:
S(X,Y) < S(X) + (V).

mit Gleichheit genau dann, wenn X und Y unabhdngig sind.

Damit besitzt eine diskrete Zufallsvariable dann maximale Entropie, wenn alle ihre
Auspriagungen mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten konnen. Ist die Entropie einer
diskreten Zufallsvariablen gleich Null, so gibt es nur ein einziges, sicheres Ereignis. Die
Entropie unabhéngiger Zufallsvariablen ist additiv.

Neben der oben gegebenen Interpretation der Entropie S(X) als Ma8 fiir a priori Un-
sicherheit existiert auch eine Interpretation der Entropie S(X) als Maf fiir mittlere
a posterior: Information. Dabei wird unterstellt, da} die Realisation eines unwahr-
scheinlichen Ereignisses einen hoheren Informationsgehalt besitzt, als die Realisation
eines wahrscheinlichen Ereignisses. Die a posteriori Information Inf(X = ;) einer
Realisation xj wird definiert durch (vgl. z.B. REZA[1961, S. 8], GUIASU[1977, S. 2|)

Inf(X = ;) = —Inpy,

so daf w.a. gilt Inf(X = x;) > Inf(X = x) wenn p; < pi. Die mittlere a posteriori

Information ergibt sich als
K
Enf(X)] == pxlnps
k=1

und ist somit gleich der Entropie S(X). Die a posteriori Information einer Realisation

xz, wird auch als ihre Selbstinformation bezeichnet.
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Analog zur Definition 2.6.1 148t sich fiir eine stetige Zufallsvariable X mit der Dichte-
funktion f(z) die Entropie S(X) angeben als:

(2.71) S(X) = S(f.) =~ [ f@)nf(@)de = B[~ n f(X)].

Die Ubertragung des diskreten Entropiekonzeptes auf stetige Verteilungen bereitet al-
lerdings Probleme (vgl. z.B. REzA[1961, S. 267f]): Im stetigen Fall mufl die Entropie
S(X) im allgemeinen weder positiv noch endlich sein. Im Gegensatz zum diskreten Fall
ist die Entropie einer stetigen Zufallsvariablen X nicht invariant gegeniiber Transfor-
mationen von X. Dadurch ist die Entropie stetiger Zufallsvariablen kein absolutes Mafl
fiir Unsicherheit wie im diskreten Fall, sondern abhingig von dem zugrundegelegten
Koordinatensystem, wobei die Transformation einer Zufallsvariablen, wie {iiblich, als
Ubergang auf ein anderes Koordinatensystem interpretiert wird. Trotzdem ist auch im
stetigen Fall die Entropie ein niitzliches Konzept, insbesondere besteht, wie weiter un-
ten gezeigt wird, eine enge Beziehung zu grundlegenden inferenzstatistischen Ansétzen.

Zunachst werden einige Aussagen fiir stetige Zufallsvariablen zusammengefafit (vgl.
z.B. REZA[1961, S. 278ft]):

Satz 2.6.2 (Elementare Eigenschaften - stetige Entropie)

(i) Sei X eine beliebige stetige Zufallsvariable auf dem Intervall [a,b] mit der Dichte
fx(z). Dann gilt: S(X) < In(b — a), mit Gleichheit genau dann, wenn X auf

dem Intervall [a,b] gleichverteilt ist.

(ii) Sei X eine stetige Zufallsvariable mit vorgegebenem Erwartungswert E(X) = 0
und vorgegebener Varianz Var(X) = o%. Dann gilt: S(X) < Inv2meo?, mit

Gleichheit genau dann, wenn X normalverteilt ist.

(iii) Sei x = (X1,...,Xn)" ein N-dimensionaler Zufallsvektor mit stetigen Zufalls-
variablen, vorgegebenem FErwartungswert E(x) = 0 und vorgegebenen zweiten

Momenten

Q[r,s] =~(r,s) = /oo /oo s f(x1, ..., an)dry ... dey.

Dann gilt: S(x) < In(2me)N/? +1In(det Q)'/2, mit Gleichheit genau dann, wenn x

eine N-dimensionale Normalverteilung besitzt. "
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Mit Satz 2.6.2 (i) gilt fiir stetige Dichten fx(z) auf einem endlichen Intervall [a, b]
weitgehend die Interpretation der diskreten Entropie, die Entropie mifit dann in bei-
den Fiéllen eine Abweichung von der Gleichverteilung. Satz 2.6.2 (ii) und (iii) verweist
auf die Sonderstellung der Normalverteilung bei Dichten mit endlichen zweiten Momen-
ten: In diesem Fall besitzt die Normalverteilung maximale Entropie und die Entropie

ist proportional zur Varianz o2

im univariaten Fall bzw. proportional zur verallgemei-
nerten Varianz det {2 im multivariaten Fall. Es ist allerdings darauf hinzuweisen, dafl
in Abhéngigkeit von den gewédhlten Nebenbedingungen unterschiedliche Verteilungen
maximale Entropie besitzen konnen, d.h. es existieren unterschiedliche maxentrope
Verteilungen.

Bevor nun das Entropiekonzept auf stochastische Prozesse iibertragen wird, ist es niitz-
lich, eine wesentliche Modifikation des SHANNON’schen Informationsbegriffes durch

KULLBACK/LEIBLER[1951] vorzustellen:

Def. 2.6.2 (Kullback-Leibler-Informationskriterium)
Sei X eine Zufallsvariable mit der Dichtefunktion f(x) und sei g(x) eine approximie-
rende Dichte fir f(x). Dann heifit

© )
KHCﬁg:/ Fo)In 22 gy
(f9)= | [ e
Kullback-Leibler-Informationskriterium der Dichte f(x) beztiglich der Dichte g(x).

Die Definition des Kullback-Leibler-Informationskriteriums kann wie folgt motiviert
werden: Betrachtet wird eine Zufallsvariable X, welche die Dichte f(x) oder die Dichte

g(x) besitzen kann. Diese Annahmen lassen sich mit Hilfe der beiden Hypothesen
Hi: X~ f(z) Hy: X ~g(z)

darstellen. Der Loglikelihoodquotient
(=)

In m
148t sich nun als die durch die Beobachtung x erhaltene Information interpretieren,
die zugunsten der Hypothese H; und gegen die Hypothese Hs spricht. Im KULL-
BACK /LEIBER’schen Sinn ist Information also empirische Evidenz, die es erlaubt, zwi-
schen alternativen Hypothesen zu diskriminieren. Das Kullback-Leibler-Informations-

kriterium KLIC(f, g) kann nun als die mittlere diskriminierende Information zugunsten
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von H; und gegen die Hypothese H, interpretiert werden, die man erhélt, wenn die
datenerzeugende Zufallsvariable X die Dichte f(z) besitzt und als approximierende
Dichte g(x) unterstellt wird. Damit steht das Kullback-Leibler-Informationskriterium
in engem Zusammenhang mit der Giitefunktion eines Testes der Hypothesen Hj vs.
H,. KULLBACK/LEIBLER[1951] bzw. KULLBACK[1959] bezeichnen ihr Informations-
kriterium als gerichtete Informationsdivergenz.

Das Kullback-Leibler-Informationskriterium 18t sich umformen zu:

(e e}

(2.72) KLIC(f, g) = /

—0o0

f(z)In f(x)dx — /_oo f(z)Ing(x)dx.

(e}

Definiert man den zweiten Term der rechten Seite in Gleichung (2.72) als Kreuzentropie
der Dichte f(x) beziiglich der Dichte g(z), d.h.

S(f.9) == [ f@)mgla)da,

—0o0

dann ergibt sich fiir das Kullback-Leibler-Informationskriterium die Darstellung:

KLIC(f,g) = S(f,g) — S(f, f).

Das Kullback-Leibler-Informationskriterium erfiillt die folgende wichtige Eigenschaft
(vgl. z.B. Kullback[1959, S. 14]):

Satz 2.6.3 (Informations-Ungleichung)

Fir das Kullback-Leibler-Informationskriterium gilt:

mit Gleichheit dann und nur dann, wenn f(x) = g(x).

Damit eignet sich das Kullback-Leibler-Informationskriterium als Abstands- bzw. Dis-
krepanzmaf fiir Dichtefunktionen.

Aus Satz 2.6.3 folgt unmittelbar:

S(f. )< S(f.9)

Neben dem Kullback-Leibler-Informationskriterium ist noch auf das Rényi-Informations-

kriterium hinzuweisen (vgl. z.B. SuGiMOTO/WADA[1988]):
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Def. 2.6.3 (Rényi-Informationskriterium,)
Sei X eine Zufallsvariable mit der Dichtefunktion f(x) und sei g(x) eine approximie-
rende Dichte fir f(x). Dann heifit

1
RIC.(f,9) = ——

[~ f(a)g" ) (@) da
Rényi-Informationskriterium der Dichte f(x) beziiglich der Dichte g(z). Fir den reel-

len Parameter a soll gelten: o > 0 und o # 1.

Es kann gezeigt werden, dafl gilt (vgl. z.B. SuciMoTOo/WADA[1988]):

lll’q RICa(f, g) = KLIC(f> 9)7

d.h. das Kullback-Leibler-Informationskriterium ergibt sich als Spezialfall des Rényi-
Informationskriteriums.

PARZEN[1992] gibt eine Redefinition des Rényi-Informationskriteriums und beschreibt
den Zusammenhang mit anderen Informationskriterien.

Im weiteren wird als Informationskriterium nur noch das Kullback-Leibler-Informations-
kriterium betrachtet. Es mufl jedoch darauf hingewiesen werden dafl; in Abhéngig-
keit von der jeweiligen Problemstellung, andere Informationskriterien vorteilhafter sein
kénnen (vgl. z.B. KAILATH[1967]).

Die besondere Bedeutung des Kullback-Leibler-Informationskriteriums ergibt sich durch
seine unmittelbare Beziehung zum Konzept der Maximum-Likelihoodschétzung:

Wird durch Gy = {gg(x), 0 € O} eine Familie approximierender Dichten als parametri-
sches Modell fur f(x) spezifiziert, dann ist es sinnvoll, fiir die am besten approximie-

rende Dichte g(z, 5) = gz den Schétzer 6 so festzulegen, daB die Bedingung

(2.73) 6 = arg min KLIC(f, o) = S(f, 90) — S(f. f)

erfiillt wird. Da der Term S(f, f) fiir die Wahl eines optimalen Parameters 6 ver-

nachldBigt werden kann, ist (2.73) dquivalent zu:

(2.74) 0 = arg rr%in S(f, g0).

Nach AKAIKE[1974] konvergiert die mittlere Loglikelihoodfunktion
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N
(2.75) 1/N > Ing(w,0)

k=1
von unabhéngigen Realisationen z1, . .. , xx mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir N — oo gegen

die negative Kreuzentropie
/ f(z)Ing(x)dx.

Daraus ergibt sich, dal durch Anwendung des Maximum-Likelihood-Prinzips

N
(2.76) max > Ing(a,0)

k=1
fiir hinreichend grofle N ein Parameter 6 bestimmt werden kann, der in guter Ndherung
auch die Kreuzentropie S(f, go) und damit das Kullback-Leibler-Informationskriterium
KLIC(f, go) minimiert. WHITE[1982] analysiert die Eigenschaften der (Quasi-)Maxi-
mum-Likelihood-Schétzung fiir den Fall der Modellfehlspezifikation, d.h. fiir den Fall
dafl die Dichte f(z) nicht in der approximierenden Familie Gy enthalten ist. Er gibt
genauere Bedingungen an, unter denen die (Quasi-)Maximum-Likelihood-Schétzung
konsistente Schétzungen der Parameter liefert, die das Kullback-Leibler-Informations-
kriterium minimieren. Es ist bei lediglich asymptotisch giiltigen Aussagen jedoch zu
beachten, daf die Giite der (Quasi-)Maximumlikelihood-Schétzung bei kleineren Stich-
probenumfingen in Abhéngigkeit von der konkreten Problemstellung stark variieren
kann.

Die Verteilung eines schwach stationdren Gauss-Prozesses {X;,t € Z} mit E(X;) =
1 = 0 ist durch seine Spektraldichte vollstandig spezifiziert. Dadurch ist es moglich, En-
tropie, Kreuzentropie sowie das Kullback-Leibler-Informationskriterium stochastischer
Prozesse in Abhéngigkeit von ihrer Spektraldichte f(w) bzw. einer approximierenden
Spektraldichte g(w) anzugeben (vgl. PARZEN[1982, 1983]). Wie in der Literatur tiblich,
wird das gleiche Symbol f bzw. ¢ kontextabhéngig fiir eine Dichte- bzw. Spektral-
dichtefunktion verwandt. Grundlegend fiir die Darstellung im Frequenzbereich ist das
Theorem von Szegd (vgl. z.B. NEWTON[1988, S. 143]):

Satz 2.6.4 (Theorem von Szegd)
Sei {Xi} ein schwach stationdrer Prozefs mit der Spektraldichte f(w). Es soll gelten:

m = igff(w) >0 wund M =sup f(w) < 0.
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Die in nicht-zunehmender Reihenfolge geordneten Eigenwerte der Autokovarianzmatriz

Qy einer Stichprobe (X1, ... ,Xn) seien
AN1 2 AN22> - > ANN-
Weiter seien

foy = fioy == fuv

die in nicht-zunehmender Reihenfolge geordneten Werte der Spektraldichte f(w;) an
den Frequenzen w; = (j —1)/N,(j = 1,... ,N). h sei eine stetige Funktion auf dem
Intervall [m, M|. Dann gilt:

N
(277 Jim 5 3 hOhwe) = hif)] =0
und
1 X 1 Y 0.5
Q7)Y o h0w) = Jim S hw) = [ )

Aus Satz 2.6.4 folgt mit der identischen Abbildung h(z) = x, daf fiir einen hinreichend
groflen Stichprobenumfang N die geordneten Eigenwerte der Autokovarianzmatrix 2y
anndhernd gleich den geordneten Werten der Spektraldichte f(w;) sind. Dartiberhin-
aus gibt es einen asymptotischen Zusammenhang zwischen dem Integral einer stetigen
Funktion der Spektraldichte A(f(w)) und den entsprechend transformierten Eigenwer-

ten von Q.
Satz 2.6.4 bildet die allgemeine theoretische Grundlage des folgenden Satzes:

Satz 2.6.5 (Entropie und Information stochastischer Prozesse)
Sei {Xi,t € Z} ein schwach stationdrer Gauss-Prozeff mit E(X;) = p = 0 und der
Spektraldichte f(w). Es sei g(w) eine approzimierende Spektraldichte. Dann gilt:

(i) (Entropie)

0.5

(2.79) S0 =5 [ M)+ 1+ 2] do,

—0.5
(ii) (Kreuzentropie)

(2.80) S(f,g) = %/_0; [lng(w) + % +In 27| dw,
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(#ii) (Kullback-Leibler-Informationskriterium)

(2.81) KLIC(f, g) = l/0'5 [f(w) IACO R P
2J-05 | g(w) g(w)
Beweiskizze fir (iii):
Fiir eine endliche Stichprobe (Xi,...,Xn) des Gauss-Prozesses {X;} mit der Dichte
f(z1,...,xN) sowie einer approzimierenden Dichte g(z1, ... ,xn), gilt (vgl. z.B. KULL-
BACK/[1959, S. 189]):

(2.82)

1., det€y 1 1

KLIC(f('Tb cee >xN)7g(x1> cee >~TN)) = 5[11’1 det Qf +sp Qf(ﬂg - Qf )]
1. detQ
= [l g QY- N

2[ndetﬂf+sp( f g ) ]7
wobei mit Qy bzw. Q, die Autokovarianzmatrizen der Dichten f(xi,...,xn) bzw.
g(x1,...,xN) bezeichnet werden.

Die Darstellung tm Frequenzbereich ergibt sich im wesentlichen mit Hilfe des Theorems
von Szegd (vgl. Satz 2.6.4) durch den Ansatz:

N—oco

o1
(2.83) KLIC(f(w),g(w)) = lim N KLIC(f(x1,...,zNn),9(21,... ,2N)).
Die Autokovarianzmatrizen lassen sich mit Hilfe ihrer Spektralzerleqgung darstellen als:
Oy = I"fAfl"’f Q, = 1"91\91"’97
mit den Diagonalmatrizen der FEigenwerte
Af = diag()\fﬁl, N 7)\f,N) Ag = diag()\gJ, N ,)\97]\1),

sowie den Orthogonalmatrizen T'y bzw. T'y der jeweils zugehdrigen Eigenvektoren.

Nach dem Theorem von Szegd gilt:

1. det2 1 X N 05 g(w)
9.84) lim —1 9 lim — (51 3 :/ In 2 g,
(2.84)  lim —In-— Q, A N(}; N Ag i g::l nArk) = | nf(w)dw

N—oo

Aus den Spektralzerleqgungen der Autokovarianzmatrizen ergibt sich:

sp Q" = spDy AT AT, = sp DT AT/ T A
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Asymptotisch besitzen alle Toeplitzmatrizen gleiche Figenvektoren (vgl. z.B. BROCK-
WELL/DAVIS[1991, S. 136]), so daf8 fir einen hinreichend grofien Stichprobenumfang
N qilt:

F’gl"f ~ Flfl"g ~ Iy.

Iy ist die Einheitsmatriz N-ter Ordnung.

Damit lGfit sich analog wie in (2.84) zeigen, dafs gilt:
(2.85)

. 1 -1 _ 1 1 T Y Ape (%% [(w)
A P S = Jim sp AgAT = fim ) T = Lo, o) ™

Mit (2.84) und (2.85) erhdlt man tiber den Ansatz (2.83) die Gleichung (2.81) .

Da die Entropie S(f, f) bzw. die Kreuzentropie S(f,¢) héufig nur im Kontext von
Maximierungs- bzw. Minimierungsproblemen betrachtet werden, ist es einfacher, die
in diesen Zusammenhang nicht relevanten Terme wegzulassen und die folgenden ver-
einfachten Definitionen zu verwenden:

S0 = [ fo)d,

-0.5

S(f,9) = /_00'.55 [lng(w) + f—] dw.

Es ist darauf hinzuweisen, dal im Zusammenhang mit den sogenannten Maximum-
Entropie-Schétzern auch andere Definitionen der Entropie sinnvoll sein kénnen (vgl.
Abschnitt 3.3).
Aus der Ungleichung u — Inu — 1 > 0 folgt, dafl das Kullback-Leibler-Informationskri-
terium auch in der Form (2.81) fiir zwei Spektraldichten f(w) und g(w) die wichtige
Bedingung

KLIC(f,g) >0

erfiillt. Die Gleichheit gilt dann und nur dann, wenn f(w) = g(w) ist (vgl. z.B. PAR-
ZEN[1983]).

Die Zusammenhénge zwischen dem bekanntesten statistischen Informationsbegriff, der
Fisher-Information bzw. der Fisher’schen Informationsmatrix, und dem Kullback-Leib-

ler-Informationskriterium sind z.B. in KULLBACK[1959, S. 26ff] beschrieben.
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Eine allgemeinere Darstellung geben SuGiIMOTO/WADA[1988]; Sie diskutieren u.a.
die Spektraldarstellung von verschiedenen Informationskriterien fiir schwach stationére
Gauss’sche Prozesse sowie deren approximativen Zusammenhang mit einer asymptoti-
schen Form der Fisher’schen Informationsmatrix, die in Analogie zu dem Ansatz (2.83)

hergeleitet wird.



Kapitel 3
Autoregressive Spektralschiatzung

Autoregressive Spektralschiatzung war bereits 1927 von YULE zur Modellierung des
Sonnenfleckenzyklus verwandt worden. Die Motivation, autoregressive Beziehungen zur
Modellierung periodischer Vorgénge einzusetzen, ergab sich aus der trigonometrischen
Identitdt (vgl. z.B. Marple[1987, S. 8ff])

(3.1) sin(tz) = 2cos(x)sin((t — 1)z) — sin((t — 2)z),

woraus mit oy = 2 cos(z) und = 27w sowie der Beriicksichtigung von Zufallsstérungen

der spezielle diskrete autoregressive Ansatz,

(3-2) Xi =Xy — Xpo + €&,
sowie dessen unmittelbare Erweiterung,
(3-3) Xi =Xy — Xy o+ €&,

abgeleitet werden konnte. Die Parameterschitzung fiir die Modelle nach Gleichung
(3.2) bzw. (3.3) erfolgte nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate.

Inzwischen existieren auf der Grundlage der Theorie stochastischer Prozesse zahlreiche
verschiedene Verfahren der autoregressiven Spektralschiatzung.

Fiir die Verbreitung der autoregressiven Spektralschiatzung im ingenieurwissenschaft-
lichen Bereich spielten die Arbeiten von BURG[1967, 1968] eine besondere Rolle. Der
Beitrag von Burg umfafite zwei wesentliche Innovationen: Zum einen verkniipfte er

das Konzept der autoregressiven Spektralschéitzung mit dem Konzept der maximalen

56
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Entropie. Damit lieferte er eine neue theoretische Sichtweise der Spektralschétzung auf
der Basis von AR-Modellen. Zum andern stellte BURG[1968] auf der Anwendungsebene
einen neuen rekursiven Algorithmus zur Schétzung der AR-Parameter vor, der auch bei
sehr kleinen Stichprobenumfingen hochauflésende Spektralschitzungen ermoglichte.
Die Verbreitung der Anwendung von autoregressiven Spektralschiatzern wurde weiter-
hin durch die Arbeiten von AKAIKE[1969a, 1969b, 1974] unterstiitzt, der nahezu zeit-
gleich mit den Verdffentlichungen von BURG Kriterien vorschlug, mit denen es moglich
war, die Ordnung eines AR(p)-Prozesses anhand der Daten zu bestimmen. Im Gegen-
satz zu den nichtparametrischen Alternativen besaflen autoregressive Spektralschétzer
damit den Vorteil, sich bei der Modellierung auf objektive, datenbezogene Kriterien
stiitzen zu koénnen.

Die Anwendung von autoregressiven Spektralschétzern auf die Schédtzung von harmo-
nischen Prozessen in Noise warf allerdings auch neuartige Probleme auf, die mit den

Termini ,, Peak-Shifting® und ,,Spectral-Line-Splitting“ bezeichnet werden:?

e Peak-Shifting
Hierunter versteht man einen Bias, der sich aus der Differenz zwischen den
tatsédchlichen Frequenzen eines harmonischen Prozesses in Noise und den Fre-
quenzen, an denen bei autoregressiven Spektralschétzern Peaks auftreten, er-
gibt. Es kann gezeigt werden, dafl dieser Bias fiir verschiedene autoregressive
Spektralschétzer in unterschiedlichem Ausmafl phasenabhéngig ist (vgl. z.B.
CHEN/STEGEN[1974], ULRYCH/CLAYTON[1976]).

e Spectral-Line-Splitting
Ein einziger tatsdchlicher Peak des datenerzeugenden harmonischen Prozesses
erscheint zwei oder mehrfach (vgl. z.B. FOUGERE ET AL.[1976], KAY /MARPLE-
[1979], HERRING[1980], FOUGERE[1985]).

Dies fithrte zur Entwicklung von weiteren modifizierten autoregressiven Schétzver-
fahren (vgl. z.B. ULRICH/CLAYTON[1976], SWINGLER[1979]); einen Erklérungsansatz
fiir diese Phdnomene lieferte u.a. HURVICH[1986], indem er fiir autoregressive Spek-
tralschitzer datenabhéngige Spektralfenster ableitet, die Sidelobes wie klassische Spek-

tralschatzer aufweisen konnen.

! Beispiele hierzu werden im Abschnitt 3.4.5 vorgestellt.
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In den folgenden Abschnitten werden zunéchst allgemeine Eigenschaften von autore-
gressiven Modellen und ihre Bedeutung fiir die Spektralschéitzung behandelt. Ansch-
lieBend werden die vier gédngigsten Varianten der autoregressiven Spektralschétzung,
Yule-Walker-, Burg-, FBLP(Forward-Backward-Linear-Prediction)- und FLP (Forward-
Linear-Prediction)-Schétzer dargestellt. Anhand von einfachen Simulationsbeispielen
erfolgt dann abschlieflend ein Vergleich der vorgestellten autoregressiven Schéitzverfah-

ren.

3.1 Autoregressive Prozesse und lineare Pradiktion

Die Interdependenz zwischen kausalen und antikausalen AR-Prozessen sowie Methoden
der optimalen Vorwiérts- und Riickwéartspradiktion bildet zusammen mit rekursiven Al-
gorithmen, die weitere theoretische Einblicke ermoglichen, den Gestaltungshintergrund
fiir die Entwicklung von zahlreichen Verfahren der autoregressiven Spektralschitzung
(vgl. z.B. MARPLE[1987, S. 191ff], THERRIEN[1992, S. 409ff]).

Im Falle einer Einschritt-Vorwértsprognose sollen die Koeffizienten eines kausalen li-

nearen Prognosefilters qbg = (qﬁ{ e ,qﬁg ) p-ter Ordnung,

(3.4) X =—¢lXi— .. — )Xy,

so bestimmt werden, dafl der mittlere quadratische Vorwartsprognosefehler

(3.5) Pl = B(IX, — X{) = E(|[]")

minimiert wird.

Gelegentlich soll die Ordnung p eines Prognosefilters besonders hervorgehoben werden,
so dafl z.B. geschrieben wird: th oder auch E(|e£ﬁt|2).

Aus Gleichung (3.5) folgt:
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Pl = B(X, - X)) (X; - X

p p
= B(Xi+ > 61X (X7 + > ol X7 )
j=1

k=1
p / p / p p /
= EX X7+ 0 XeX{ o+ 03 Xe i Xy ) D 6 Xy X y)
k=1 j=1 j=1k=1
(3.6) = o+ (@) v, +v) )+ ()1 1]
mit:
7 Yo - Y1
: M ' ’ :
"Yp —_= Qp—l = ) ] ] .
Yp—-1 : i N
L ] | -1 -+ 71 Yo |

Die Losung des Minimierungsansatzes

min P/ = E(|ef )

wird im folgenden Satz unter Verwendung der erweiterten Normalgleichungen zusam-
mengefafit (vgl. z.B. Marple[1987, S. 191]):

Satz 3.1.1 (Optimale Vorwdartsprognose)
Sei {Xi,t € Z} ein schwach stationdrer Prozef. Dann sind die Koeffizienten qﬁg =
(qﬁ{ e ,qﬁg)’ des Vorwdrtsprognosefilters, der den mittleren quadratischen Prognose-

fehler PT minimiert, Losung des Gleichungssystems:

Yo N o W 1 P/
e ] 0
o e I
: " R :
| T -+ N 70__¢£_ _0_
bzw. in Kurzform:
A 1 P/
(3.8) T { } } _
7p Qp—l ¢p OP
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Fiir die Einschritt-Riickwértsprognose

(3.9) XP ==X — . — O X,
konnen entsprechend die Koeffizienten des antikausalen Prognosefilters qﬁg = (¢}, ..., qﬁg)’

so bestimmt werden, dafl der mittlere quadratische Riickwértsprognosefehler

(3.10) E(X: — X7?)

minimiert wird. Es ist allerdings einfacher, fiir den Vorwérts- und Riickwértsprogno-
sefilter die gleiche Menge { X}, ..., X;_,} zugrundezulegen, so da8 der Riickwértspro-

gnosefehler € unter leichtem MiBbrauch der Notation iiblicherweise definiert wird als:

(3.11) & = Xt—p_th—p
(3.12) = Xip+ S Xipi1 + ...+ O0X,

Fiir den mittleren quadratischen Riickwértsprognosefehler PP ergibt sich mit s = ¢ — p:

P = E(&)
= B(X, - X)X~ X0)

P P
= B(X,+ 3 diXe) (XD + D o X0)

j=1 k=1
L b L byb g b b
= B(XXT+ Y o0 X X0 + 2 00X XTI+ D0 ) 500 Xes X14y)
k=1 j=1 j=1k=1
(313) = 0+ (&), + 0, + (0,) % ¢,

wobei 7, und €, _; wie in (3.6) definiert sind.

Die Losungs fiir das Minimierungsproblem:

min P’ = E(|e/])

p

ergibt sich als (vgl. z.B. Marple[1987, S. 193]):
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Satz 3.1.2 (Optimale Rickwdrtsprognose)
Sei {Xi,t € Z} ein schwach stationdrer Prozef. Dann sind die Koeffizienten qbg =
(¢, ... ,qﬁg)’ des Riickwdrtsprognosefilters, der den mittleren quadratischen Prognose-

fehler P* minimiert, Losung des Gleichungssystems:

Yo N T 1 PP
O b 0
(3.14) b o
S Al :
L % o] [ 0]
bzw. in Kurzform:
/ 1 Pb
(3.15) oM ] { b] _ ]
Tp Qp—l ¢p 0,
|
Ordnet man Gleichung (3.14) um:
Yo N - W || 0
(3.16) e =
N 1 (ot 0
| T -+ N ’Yo__l_ _Pb_

so zeigt sich, daff sowohl in den Vorwirtsgleichungen (3.7) als auch in den Riickwérts-

gleichungen (3.14) die gleiche zu invertierende hermitische Toeplitzmatrix auftritt.

Aus den Eigenschaften von (inversen) hermitischen Toeplitzmatrizen (vgl. Anhang A,
(A.4), (A.5) und (A.29) ) ergibt sich:

Satz 3.1.3 (Eigenschaften der optimalen Vorwarts- und Rickwdrtsprognose)

Seien qﬁg = (qﬁ{, o ,qﬁg)’ und qbg = (¢, ... ,qﬁg)’ die Koeffizienten des Vorwdrts- bzw.
des Riickwdrtsprognosefilters, die den mittleren quadratischen Prognosefehler P! bzw.
P? eines schwach stationdren stochastischen Prozesses {X;,t € Z} minimieren. Dann

qgilt:
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(3.17) o = o
und
(3.18) Pl=p'=p

Die Koeflizienten des Vorwértsprognosefilters qﬁg und die Koeffizienten des Riickwiéirts-
prognosefilters qbg sind zueinander konjugiert komplex und die mittleren quadratischen
Prognosefehlers P/ und PP sind identisch. Damit kann zur Bestimmung der optimalen
Filterkoeffizienten optional von der Betrachtung des kausalen oder des antikausalen
Systems ausgegangen werden. Dies bildet u.a. den entscheidenden Ausgangspunkt
fiir die Entwicklung von verschiedenen hochauflosenden Verfahren der autoregressiven

Spektralschitzung, wie z.B. dem Burg- oder dem FBLP-Schétzer.

Handelt es sich bei dem zugrundeliegenden stochastischen Prozefli um einen kausalen
AR(p)-Prozefl

Xi+ 01 X1+ ...+ 0p X p = 6,

dann ist der Output des Filters (1, ol ... ,qﬁg)’ ein White-Noise-Prozef3, dessen Vari-
anz o2 mit dem mittleren quadratischen Prognosefehler P/ iibereinstimmt. Das Glei-
chungssystem (3.7) entspricht in diesem Fall den erweiterten Yule-Walker-Gleichungen.

Diese Aussagen gelten analog fiir den entsprechenden antikausalen AR(p)-Proze8

Xt + QSTXt—f—l + ...+ ¢;Xt+p = €¢.

Zur Vereinfachung der Notation wird im weiteren nur noch da, wo es erforderlich ist,
zwischen den Koeffizienten ¢, eines kausalen AR-Prozesses und den Koeffizienten des
optimalen Vorwartsprognosefilters qﬁg unterschieden, entsprechend werden auch ¢ und
P/ = P’ = P als dquivalent betrachtet.

3.2 Levinson-Durbin-Rekursion

Das Gleichungssystem des optimalen Vorwértsprognosefilters
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P
0,

Yo ’Yf

(3.19)
7p Qp—l

o -

ist ein Spezialfall des im Anhang A beschriebenen Toeplitz-Gleichungssystems, so dafl

die Parameter ¢, ..., ¢, und P rekursiv berechnet werden kénnen. Die Formulierung
des Algorithmus erfolgt so, daf die Ubertragung in eine matrizenorientierte Program-
miersprache unmittelbar méglich ist. Die Notation wird dementsprechend geringfiigig

erweitert.

Satz 3.2.1 (Levinson-Durbin-Rekursion)

Sei ¢ der Koeffizient mit Index k im j-ten Rekursionschritt, ¢;[1 : j| = (d11,. .., ¢5;),
7[1 : ]] = (717"' >7j)/
mittlere quadratische Prognosefehler im j-ten Rekursionschritt. Dann lafit sich die

und J eine ordnungskonforme Reflektionsmatriz. P; sei der

rekursive Losung des Gleichungssystems (3.19) angeben als:

Initialisierung:

(3.20) $11 ==/, Pr =00 —[onl?)

firjg=2,...,p:

Gl —1JIy[1:j -1+
P

(3.21) Pjj =

(3.22) i1 =1 = 1[1:)—1+5JP; [1:7—1]

(3.23) Py = Pia(1—|gyl).
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Wie grundsétzlich bei rekursiven Berechnungen (vgl. z.B. RICE[1983, S. 46ff]), ist auf
numerische Stabilitdt zu achten. BOX/JENKINS[1976, S. 86] verweisen auf numerische
Instabilitét der rekursiven Vorgehensweise, falls Wurzeln des charakteristischen AR-
Polynoms nahe dem Einheitskreis liegen. Nach PAGANO[1972] ist die Berechnung der

Koeffizienten mit Hilfe einer Cholesky-Zerlegung numerisch stabiler.

Die Koeftizienten {¢;;,j =1,... ,p}, die in der Levinson-Durbin-Rekursion auftreten,

werden aufgrund ihrer besonderen Bedeutung mit einem eigenem Symbol bezeichnet:

K,j:¢jj jzl,,p

In geophysikalischen oder akustischen Modellen (vgl. z.B. ROBINSON[1967, S. 117ff]
bzw. OPPENHEIM[1978a, S. 152]) konnen die Koeffizienten x; physikalisch interpretiert
werden, sie werden in diesen Fiéllen auch als Reflektionskoeffizienten bezeichnet.

Da fiir die Varianzen des Prognosefehlers in (3.23) gilt:

(3.24) P;>0 und Pj_; >0
folgt:
(3.25) Iyl <1,

d.h. die Reflektionskoeffizienten sind betragsméflig durch Eins beschriankt. Dariiber-

hinaus ergibt sich:

(3.26) P <P,

d.h. der mittlere quadratische Prognosefehler ist in Abhéngigkeit von der Ordnung j
des Prognosefilters eine monoton nicht-steigende Funktion.
Fiir eine statistische Interpretation der Reflektionskoeffizienten x; wird folgende Defi-

nition benotigt:

Def. 3.2.1 (Partielle Autokorrelation)

Seien Xy und X,_; zwei Zufallsvariablen eines stochastischen Prozesses {Xi,t € Z}.
Dann heifit der um den linearen Einfluf$ der Zufallsvariablen X, ..., Xi—j41 berei-
nigte Korrelationskoeffizient (j > 2 ):
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(327) PXe Xy | X1, Xe—jp1 — COI’I’(Xt - X]f—l,t? Xt—j - X]l')—l,t—j) = pPaT(j)

partieller oder direkter Autokorrelationskoeffizient, wobei )A(Jf_Lt und X;’_Lt_j die beste
lineare Vorwdrts- bzw. Rickwdrtsprognose der Ordnung j—1 durch {Xy—1,..., Xi—j41}
15t.

Fir j = 0,1 wird der partielle Autokorrelationskoeffizient festgelegt als:

pPaT(O) =1 pPar(l) = p(1)7

fur 7 < 0 soll gelten:

pPar(_j) = p*Par(j)‘

Da fiir einen AR(p)-Proze$} gilt:

pPar(j) =0 fiir ] > D,

kann die geschétzte partielle Autokorrelationsfunktion als (grobes) Hilfsmittel zur Be-

stimmung der Ordnung p eines AR-Prozesses verwandt werden.

Der Zusammenhang zwischen partiellen Autokorrelationskoeffizienten und den Reflek-
tionskoeffizienten ergibt sich als (vgl. z.B. MARPLE[1987, S. 196]):

(328) K;] = _pXtXt_]'|Xt_1...,Xt_]'+17

bzw. in der expliziten Darstellung:

.= 2l ) b
k; = —Corr(X; — X1 Xij — Xj—l,t—j)
_ f b
= - Corr(ej_Lt, Ej—l,t—l)

(3.29) _ E (Ej'c—l,teg*—l,tq) .

VE (0P B (esal?)
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Die Darstellung (3.29) ist der Ausgangspunkt fiir verschiedene Verfahren der autore-
gressiven Spektralschitzung, wobei der Reflektionskoeffizient £; unmittelbar aus den
Daten geschétzt wird. Die bekannteste Variante dieser Verfahren ist der Burg-Maximum-
Entropie-Spektralschétzer.

Die verschiedenen Arten und Weisen wie AR-Prozesse alternativ parametrisch darge-
stellt werden konnen, sind mit den notwendigen Nebenbedingungen im folgenden Satz
zusammengefait (vgl. z.B. MARPLE[1987, S. 197{f]):

Satz 3.2.2 (Darstellung von AR-Prozessen)
Die folgenden Darstellungen eines kausal-invertierbaren, stabilen AR(p)-Prozesses sind

dquivalent:
1. {v0,7,--- .Y}, mit (p+ 1) positiv-definiten Autokovarianzen

2. {70, 01, .. ,¢p}, wobei die Wurzel des charakteristischen Polynoms 1—|—Z§:1 Gz

innerhalb des Einheitskreises liegen und o > 0
3. {0, k1, .., kp} mit |k;| <1 und vy > 0.
|

Mit Satz (3.2.2) ist es moglich, je nach Problemstellung, sich fiir eine geeignete Dar-

stellungsform eines AR-Prozesses zu entscheiden.

3.3 AR-Prozesse und das Prinzip der maximalen
Entropie

Das Prinzip der maximalen Entropie begriindet einen allgemeinen Ansatz der statisti-
schen Modellbildung und Datenanalyse, dessen Ursprung in der Physik, insbesondere
der statistischen Mechanik und Thermodynamik, zu finden ist (vgl. Abschnitt 2.6).
Seine moderne Formulierung ist wesentlich auf JAYNES[1957a,b] zuriickzufiithren.

Fiir die Ausfithrungen in diesem Abschnitt ist es sinnvoll, die informationstheoretische
SHANNON’sche Definition der Entropie (vgl. Def. 2.6.1) als wichtigen Spezialfall eines
Entropiebegriffes aufzufassen, bei dem unter Entropie ganz allgemein Unsicherheit bzw.
Ungewiflheit verstanden wird.

Das Prinzip der maximalen Entropie kann wie folgt zusammengefafit werden (vgl. z.B.
ABLES[1972]):
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Wenn experimentellen Daten ein Modell zugeordnet werden soll, dann hat
dieses Modell sowohl mit den gegebenen Daten iibereinzustimmen als auch
moglichst neutral und unverbindlich (, maximally non-committal“) beziig-

lich der (noch) nicht verfiigharen Daten zu sein.

Fiir praktische Anwendungen 143t sich diese Forderung dadurch konkretisieren, indem
eine Entropiefunktion aufgestellt wird, die jedem in Frage kommenden Modell einen
skalaren Wert zuweist, der den Grad an Ungewissheit und Unsicherheit zum Ausdruck
bringt, der mit diesem Modell verbunden ist. Ein Modell, das in hohem Mafle neutral
und unverbindlich ist, besitzt einen hohen Grad an Ungewiflheit und Unsicherheit und
umgekehrt. Ein konkretes Modell wird dadurch bestimmt, dafl diese Entropiefunk-
tion unter der Nebenbedingung maximiert wird, dal das Modell, gegebenenfalls unter
Beriicksichtigung von Mefifehlern, mit den gegebenen Daten iibereinzustimmen hat.
Die allgemeine Formulierung des Prinzips der maximalen Entropie 148t grundsétzlich
offen, welche Entropiefunktion und welche Nebenbedingungen zu wéhlen sind.

Bei der Auswahl einer geeigneten Entropiefunktion bedient man sich meist der infor-
mationstheoretischen Interpretation der Entropie (vgl. Definition 2.6.1). BURG[1967]
wandte das Prinzip der maximalen Entropie auf das Problem der Spektralschitzung
an. Er lehnte die zu dieser Zeit weit verbreiteten indirekten Spektralschétzer ab, da die
tibliche Art der Berechnung der verzerrten Autokovarianzschétzer {4, } impliziert, da8
die Daten auflerhalb des durch die Stichprobe gegebenen Stiitzbereiches gleich Null ge-
setzt werden, was im groben Widerspruch zum Prinzip der maximalen Entropie steht:
Die Extrapolation der unbekannten Daten mit Null stellt eine willkiirliche Erweite-
rung der Daten dar, die nicht aus der zugrundeliegenden Stichprobe abgeleitet werden
kann. Aus dem gleichen Grund lehnte er direkte Spektralschétzer ab, da die Anwen-
dung der Fouriertransformation eine unendlich periodische Fortsetzung der Stichprobe
impliziert.

Zur Ableitung von Schétzalternativen geht BURG[1967] zunédchst von der folgenden,
vereinfachten Fragestellung aus:

Von einem normalverteilten, stochastischen Prozefl seien die ersten (p+ 1) Autokovari-
anzen {7o, ... ,7,} bekannt. Wie sind die Autokovarianzen fortzuschreiben, damit die
Entropie S(f) des stochastischen Prozesses { X;} mit der Spektraldichte f(w) und den
Autokovarianzen {7o, ... ,Yp, Yp+1, Vp+2; - - - } maximal wird ?

Das Problem 148t sich mit Hilfe der Entropie S(f) aus Satz 2.6.5 formal darstellen als:



68

(3.30) max /0.5 In f(w)dw

Y T>P J—0.5

unter den (p + 1) Nebenbedingungen:

05
Ve = / e f(W)dw, T=0,...,p.
—0.5

Die fiir das Maximierungsproblem nicht relevanten Konstanten der Entropie S(f) sind
in (3.30) auBer Acht gelassen worden.

Die Losung wird im folgenden Satz angegeben:

Satz 3.3.1 (Magzimale-Entropie-Extrapolation)
Eine Folge von positiv-definiten Autokovarianzen {”y;, ce Y0, - Yp) besitzt eine ein-
deutige Mazimum-Entropie-Extrapolation, die durch die Autokovarianzen des autore-
gressiven stochastischen Prozesses p-ter Ordnung bestimmt wird, dessen Koeffizienten
durch die erweiterten Yule- Walker-Gleichungen:
)l
¢ | |0,

Yo ’Yf

(3.31)
7p Qp—l

bestimmt sind.

Verschiedene Beweise fiir Satz 3.3.1 befinden sich z.B. in VAN DEN B0os[1971], PRIEST-
LEY[1981, S. 604ff] oder PARZEN[1982,1983].

Die Aussage von Satz 3.3.1 kann leicht dadurch veranschaulicht werden, dafl wenn
bei gegebenen (p + 1) Autokovarianzen ein AR-Proze p-ter Ordnung als erzeugen-
der Prozefl unterstellt wird, eine Extrapolation der Autokovarianzen so erfolgt, dafl
der mittlere quadratische Einschritt-Prognosefehler P konstant bleibt und nicht wei-
ter abnimmt. Dies ist dquivalent dazu, da} die Entropie des zugeordneten Prozesses
nicht iber das Maf§ hinaus verringert wird, als es durch die gegebenen Autokovarianzen
zu rechtfertigen ist. Die Maximum-Entropie-Extrapolation mit vorgegebenen (p + 1)
Autokovarianzen fithrt zu keinem anderen Ergebnis, wie das Problem des optimalen
Vorwértsprognosefilters p-ter Ordnung aus Satz 3.1.1 . Der Zusammenhang zwischen

der Entropie S(f) eines schwach stationdren stochastischen Prozesses {X;} mit der
MA (o0)-Darstellung
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X =Y e o=1, & ~WN(0,0?)

=0
und dem mittleren quadratischen Einschritt-Prognosefehler P ergibt sich, ohne Beriick-

sichtigung konstanter Terme, als (vgl. z.B. BROCKWELL/DAv1s[1991, S. 191]):

(3.32) P=o?=col[  Infw)ds] = explS(f)],
bzw.
(3.33) InP =Ino? = S(f).

Gleichung (3.32) wird auch als Formel von Kolmogorov bezeichnet.

Bei der Interpretation von Satz 3.3.1 sind verschiedene Umsténde zu beriicksichtigen,
die dessen praktische Bedeutung erheblich mindern:

Das Ergebnis von Satz 3.3.1 gilt nur dann, wenn die ersten (p + 1) Autokovarianzen
bekannt sind oder ohne Meffehler ermittelt wurden. Das fiir praktische Anwendungen
relevante Problem, ein geeignetes Schétzverfahren fiir die unbekannten Autokovarian-
zen {v:} zu finden, wird durch Satz 3.3.1 in keiner Weise einer Losung niher gebracht.
Dariiberhinaus macht Satz 3.3.1 keinerlei Angaben dariiber, wie anhand einer Stich-
probe (Xi,...,Xy)" die Ordnung p des anzupassenden AR-Prozesses zu bestimmen
ist. Wird die Ordnung p zu klein gewahlt, bleiben relevante Merkmale des zu mo-
dellierenden Prozesses unberiicksichtigt, wird die Ordnung p zu grof§ gewéhlt, ergeben
sich Artefakte. PARZEN[1983] weist darauf hin, da8 es sich bei der autoregressiven
Maximum-Entropie-Methode um ein Konzept zur Ableitung eines stochastischen Mo-
dells und nicht um ein Schétzverfahren handelt. Satz 3.3.1 motiviert lediglich ganz
allgemein die Verwendung autoregressiver Modelle, ohne dal zwischen verschiedenen
autoregressiven Schéatzverfahren differenziert werden kann. Dem entspricht der in der
statistischen Literatur tiblich gewordene Sprachgebrauch, pauschal alle autoregressi-
ven Verfahren der Spektralschiatzung als Maximum-Entropie-Schétzer zu bezeichnen.
Dies sollte aber ausschliefilich denjenigen Verfahren vorbehalten sein, bei denen ver-
sucht wird, das oben angegegebene Prinzip der maximalen Entropie ausdriicklich auch

bei der Schdtzung zu beriicksichtigen, wie z.B. bei dem Verfahren von BURG[1968],
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oder neueren Methoden der direkten Maximum-Entropie-Spektralschitzung (vgl. z.B.
DREHER[1990]), auf die weiter unten kurz eingegangen wird.

Die Aussage von Satz 3.3.1 ist auch insofern iiberraschend, als das Maximum-Entropie-
Prinzip, das ja geméaf seiner allgemeinen Formulierung bei der Modellbildung méglichst
neutral und unverbindlich sein will, zu einem speziellen parametrischen Ansatz in Form
eines autoregressiven Modelles fiithrt. Autoregressive Spektralschdtzungen haben sich
zwar bei vielen praktischen Anwendungen bewéhrt, aber die Approximation der Spek-
traldichte eines M A-Prozesses mit Hilfe eines autoregressiven Modells kann z.B. Pro-
bleme bereiten (vgl. z.B. das Beispiel in PRIESTLEY[1981, S. 611]).

Angesichts der vielfiltigen Moglichkeiten zur Ausgestaltung des Maximum-Entropie-
Konzeptes erscheint es nicht verwunderlich, dafl sich hierzu wissenschaftlich kontro-
verse Positionen finden lassen. Ein wichtiger Diskussionspunkt besteht darin, ob
die SHANNON’sche Definition einer Entropiefunktion die einzig sinnvolle Formalisie-
rung fiir UngewiBheit und Unsicherheit darstellt. Unterschiedliche Positionen be-
tonen z.B. die axiomatische Fundierung der SHANNON’schen Entropiefunktion (vgl.
z.B. SHORE/JOHNSON[1983]) oder vertreten eine pragmatische, anwendungsorientier-
te Sichtweise (vgl. z.B. NARAYAN/NITYANANDA[1983)]).

DREHER[1990, Abschnitt 4], der sich mit einem speziellen Anwendungsgebiet der Spek-
tralanalyse beschiftigt, bringt eine kurze Ubersicht verschiedener Konzepte der En-
tropie und stellt verschiedene relevante Entropiefunktionen vor, deren (nicht-lineare)
Maximierung unter geeigneten Nebenbedingungen z.B. mit Hilfe des Cambridge-Algo-
rithmus (vgl. SKILLING/BRYAN[1984]) numerisch erfolgt. Im Gegensatz zur autore-
gressiven Maximum-Entropie-Methode handelt es sich bei diesen Verfahren um nicht-
parametrische Spektralschiatzungen, die aber trotzdem fiir hochauflésende Schatzungen
geeignet sind. Diese Klasse von Verfahren soll als direkte Maximum-Entropie-Schétzer
bezeichnet werden. SKILLING/GULL[1985] iibertragen ihre in der Bilddatenverarbei-
tung gemachten Erfahrungen auf das Problem der Spektralschiatzung und fordern, dafl
wenn die Ermittlung der Gestalt einer Spektraldichte und nicht die Prognose der zu-
grundeliegenden Zeitreihe von Bedeutung ist, unmittelbar die normierte und diskreti-

sierte Spektraldichte h(w;) unter Verwendung der Entropiefunktion
S(h) = = > hlw;) Inh(w))
J

mit Hilfe einer direkten Maximum-Entropie-Schitzung modelliert werden sollte. ING-

MANN/MERLIS[1992] zeigen, wie sich der Ansatz der direkten Maximum-Entropie-
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Spektralschiatzung mit Hilfe eines neuronalen Netzes implementieren 1483t. Eine ausfiihr-
lichere Betrachtung dieser Verfahren, die vom Ansatz her der urspriinglichen Intention
des Maximum-Entropie-Konzeptes ndher stehen als das rein theoretisch fundierte au-
toregressive Konzept, kann in dem hier gesetzten Rahmen nicht erfolgen.

Eine weitere Variante der Maximum-Entropie-Schétzung stammt von AKAIKE[1977a,b],
der die Maximierung des Erwartungswertes des negativen Kullback-Leibler-Informati-
onskriteriums als Maximum-Entropie-Schitzung definiert (vgl. Abschnitt 2.6). Dieser
Ansatz kann als eine Verallgemeinerung der Maximum-Likelihood-Schétzung interpre-

tiert werden, der es auch ermoglicht, Hilfskriterien zur Modellspezifikation abzuleiten.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dafl sich aus dem Prinzip der maximalen
Entropie kein einheitliches Konzept der Spektralschéitzung ableiten 1a8t. Beriicksich-
tigt man die vielen unterschiedlichen Ansétze, dann besagt das Prinzip der maximalen
Entropie nicht mehr, als dafl eine ,,geeignete” Funktion unter ,geeigneten“ Nebenbe-
dingungen zu maximieren ist. Die bekannteste praktische Losung ist der Burg-Algo-
rithmus (vgl. Abschnitt 3.4.2), der allerdings als spezieller autoregressiver Schétzalgo-
rithmus auch ohne Bezug auf das Konzept der maximalen Entropie abgeleitet werden
kann. Wie andere autoregressive Schitzverfahren, bleibt der Burg-Algorithmus inso-
fern unvollsténdig, als auch hierbei die Ordnung p des zu schitzenden AR-Prozesses

vorgegeben werden muf.

3.4 Autoregressive Schitzverfahren

In diesem Abschnitt werden vier Methoden diskutiert, die unter noch zu spezifizieren-
den Bedingungen geeignet sind, Schatzwerte ((251, e ,qu, 62) fiir die Parameter eines

autoregressiven Prozesses

(334) Xt + ¢1Xt—1 + ...+ ¢pXt—p — €t
mit
po=1,0,#0 und {e} ~ WN(0,0?).

zu liefern, so dafl eine Spektralschéitzung geméfl
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5’2

FAR _ _
(3.35) FAR(w) = TS w € [~0.5,0.5].

berechnet werden kann.
Alle vier Verfahren,

e Yule-Walker-Schéitzung
e Burg-Maximum-Entropie-Schétzung
e FBLP(Forward-Backward-Linear-Prediction)-Schétzung

e FLP(Forward-Linear-Prediction)-Schitzung,

konnen unter der Normalverteilungsannahme als approximative Maximum-Likelihood-
Schatzungen betrachtet werden, die fiir ,,grofle“ Stichprobenumfinge Resultate liefern,
die sich nicht wesentlich voneinander unterscheiden. Asymptotisch besitzen Yule-
Walker-, FLP- und Maximum-Likelihood-Schétzer die gleichen Eigenschaften (vgl. z.B.
SCHLITTGEN /STREITBERG[1984, S.165ff]). Fiir den Burg-Schétzer, der ausschliefllich
rekursiv definiert ist, zeigt HAINZ[1992] fiir den allgemeineren multivariaten Fall, da8 er
die gleichen asymptotischen Eigenschaften wie der Yule-Walker-Schétzer besitzt. Fiir
den FBLP-Schétzer liegen keine entsprechenden analytischen asymptotischen Aussagen
vor. Die Ergebnisse eigener Simulationen verweisen jedoch darauf, dafl fiir Stichpro-
benumfiange ab N = 256 die Unterschiede zwischen FBLP-Schétzer und Burg- bzw.
FLP-Schétzer vernachléassigbar sind, sofern es sich bei dem datenerzeugenden Prozef3
tatsdchlich um einen AR(p)-Prozefl handelt.

Fiir ,,kleine* Stichprobenumfinge konnen die Schéitzergebnisse jedoch erheblich vonein-
ander abweichen. Es muf§ darauf hingewiesen werden, dafl die Charakterisierung eines
Stichprobenumfanges als ,,gro“ bzw. ,klein“ von den Eigenschaften des datenerzeu-
genden Prozesses abhéngt, wie im folgenden noch dargelegt wird. Ohne Kenntnis dieser
Eigenschaften sind konkretere Zahlenangaben nicht sinnvoll. Da die unterschiedlichen
Schéatzeigenschaften bei , kleinen“ Stichprobenumfingen von allgemeinem theoretischen
Interesse sind und bei praktischen Anwendungen der Algorithmen erhebliche Relevanz
besitzen konnen, wird diesem Aspekt bei der Darstellung besondere Aufmerksamkeit

gewidmet.
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Bei der Berechnung des Spektrums geméa8 (3.35) war unterstellt worden, daf§ der Out-
put des Filters (14 Y_; QASij ) tatséichlich ein White-Noise-Proze8 ist. Ein allgemei-

nerer Ansatz lautet:

(3.36) Xe+ 01 Xo + 0o+ 0p Xy = 1y,

wobei {v;} ein schwach stationédrer Prozefi mit der Spektraldichte f,(w) sein soll. Eine
Schitzung der Spektraldichte fx(w) kann z.B. berechnet werden, indem zunéchst ein

AR-Prozefl p-ter Ordnung angepafit und fiir die Residuen

(3.37) =X+ X+ + GpXiyp

eine Spektraldichte f,(w) z.B. mit Hilfe eines indirekten Spektralschiitzers berechnet
wird.

Die Spektralschiitzung fx(w) ergibt sich dann als (vgl. z.B. SCHLITTGEN /STREIT-
BERG[1984, S. 330]):

(3.38) Fr(w) = fow)

- A w e [~0.5,0.5].
|1 + Zzzl ¢k6—z27rwk|2

Diese Art der Spektralschédtzung wird als Prewhitening und Recolouring bezeichnet:
Im ersten Schritt (Gleichung (3.37)) wird eine Reihe erzeugt, die im allgemeinen ein
flacheres Spektrum besitzt wie die Originalreihe, so daB die Spektralschitzung f, (w)
einen erheblich geringeren Bias aufweisen wird. Im zweiten Schritt (Gleichung (3.37))
erfolgt auf der Grundlage des bekannten Filters (1 + >%_; QASkLk ) und Anwendung von
Satz 2.4.1 eine Riicktransformation, die das Spektrum der Originalreihe {X;} liefert.
In einigen Fillen kann sogar auf eine Schétzung der Koeffizienten verzichtet werden,
da a priori Informationen iiber geeignete Prewhitening-Filter vorliegen. Dies ist z.B.
bei vielen makrookonomischen Reihen der Fall, wo bekannt ist, dafl Peaks in der
Néhe der Frequenz w = 0 und/oder an bestimmten Saisonfrequenzen auftreten. Ge-
eignete Prewhitening-Filter auf der Basis von sog. Quasidifferenzen diskutieren z.B.
KONIG/WOLTERS[1972, S. 78ft].
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3.4.1 Yule-Walker-Schitzung

Bei dem bekanntesten Verfahren der autoregressiven Spektralschiatzung werden in den

erweiterten Yule-Walker-Gleichungen die Autokovarianzen durch die verzerrten Auto-

kovarianzschatzer

1 N—1 B 3

T (X - X)X, - X)) 720
(3.39) Y(r) = =1

A(T)* 7<0

Yoo N N 1 o?
S e 0
(3.40) o =
Lo L A :
o M | [ %] |0

kann rekursiv mit Hilfe der Levinson-Durbin-Rekursion gelost werden. In der inge-
nieurwissenschaftlichen Literatur wird das Schétzverfahren nach Yule-Walker meist als
Autokorrelationsmethode bezeichnet.

Da bei der Yule-Walker-Schétzung die positiv-definiten Autokovarianzschétzer {4.}
verwandt werden, ergibt sich nach Satz 3.2.2, dafl die Wurzeln des charakteristischen

Polynoms
1+ g1z 4 ...+ ¢z =0

innerhalb des Einheitskreises liegen. Damit ist gewéhrleistet, dafl es sich bei

p
S(L) =1+ ;L
j=1
um einen kausal-invertierbaren, stabilen Filter handelt. Diese FEigenschaft wird bei den
Yule-Walker-Schétzungen aber nur zu Lasten andererer wiinschenswerter Schétzeigen-
schaften erreicht:
Es ist allgemein bekannt, dafl Spektralschéitzungen nach der Yule-Walker-Methode eine

geringere Auflésung besitzen als andere autoregressive Schéitzverfahren. Das schlechte
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Auflésungsvermogen der Yule-Walker-Spektralschiatzungen ist auf den zum Teil erheb-
lichen Bias der Schatzungen (vgl. z.B. TJOSTHEIM/PAULSEN|[1983], LYsSNE/TJOST-
HEIM[1987], PUKKILA[1988], HUANG[1990]) bei ,, kleinen* Stichprobenumféngen zuriick-
zufithren. Wéhrend z.B. TJosTHEIM/PAULSEN[1983] fiir einfache AR-Prozesse den
Bias der Yule-Walker-Schétzer auch auf analytischem Weg ableiten, ergibt sich ein we-

sentlicher Hinweis zur Erkldrung der unbefriedigenden Schétzeigenschaften der Yule-

Walker-Losungen dadurch, dafi die Yule-Walker-Gleichungen als Normalgleichungen ei-

nes speziellen Kleinst-Quadrate-Problems dargestellt werden (vgl. z.B. MARPLE [1987,

S. 216ff], NEWTON[1988, S. 206ft]). Hierzu betrachtet man die Regression:

(3.41) xo=—-Xo¢+e,
mit
€= (e1,...,ensp)s FE(e)=0, Var(e) =01,
¢ = (¢17 . >¢p)/>
X, 0 0o |
Xo X1
: 0
Xp_|_1 X2 Xl
Xp = [zo X] : :
Xy Xny-a XN—p
0 XN XN—p+1
0 0 Xy

In der (N +p) x (p+ 1)-Matrix X, sind die fiir das Gleichungssystem (3.41) erforder-

lichen, nicht in der Stichprobe verfiigharen Werte

{XO,... 7XN—p+1} und{XN+1,... ,XN_H)}

durch Nullen ersetzt. Die Normalgleichungen der Regression (3.41) ergeben sich als:
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(3.42) XHX¢p=—-X"x,.

Da sich fiir die optimale Losung (}5 der Normalgleichungen (3.42) aufgrund der Ortho-
gonalitdtsbeziehungen im linearen Regressionsmodell die Quadratsumme der Residuen

darstellen 1a8t als:

(3.43) e =zllxy+xll X ¢,

kénnen (3.42) und (3.43) zu den erweiterten Normalgleichungen zusammengefafit wer-

den:

xilxy =zl X I o I ee
N A PR R

Aufgrund der Struktur der Matrix X, = [x¢ X] (vgl. hierzu auch S. 39) ergibt sich aus
(3.44) nach Division durch N, daf§ die optimale Losung des Regressionsproblems (3.41)
und die Losung der erweiterten Yule-Walker-Gleichungen (3.40) mit den verzerrten
Autokovarianzschétzern {9, } dquivalent sind.

Die Darstellung als Kleinst-Quadrate-Problem zeigt, dafl die Yule-Walker-Schétzung
eine Pra- und Postextrapolation der Stichprobe mit Nullen impliziert. Dies erzwingt
zwar die Positiv-Definitheit der Autokovarianzschétzer, bewirkt aber andererseits einen
Bias, der eine geringere Spektralauflosung der iiber die Yule-Walker-Losungen geschétz-
ten Spektraldichten nach sich zieht. Der Bias hdngt von den Eigenschaften des daten-
erzeugenden AR-Prozesses ab. Relevant ist insbesondere der Abstand der Wurzeln des
charakteristischen Polynoms vom Einkreiskreis. PUKKILA[1988] hebt als wesentliches
Resultat einer Simulationsstudie, bei der ein AR(4)-ProzeB mit Wurzeln nahe dem Ein-
heitskreis zugrunde gelegt wurde, hervor, daff nicht nur bei einem Stichprobenumfang
von N = 200 noch ein erheblicher Bias der Yule-Walker-Schéitzungen zu beobachten
war, sondern daf} sich sogar eine Zunahme der Standardabweichungen der Parame-
terschétzungen in Abhéngigkeit von den Stichprobenumfingen N = 50, 100, 200 ergab.
DAHLHAUS[1984] zeigt, dafl sich der Bias des Yule-Walker-Schétzers durch Anwendung

eines Datentapers mindern 1a8t. Es wird im allgemeinen aber vorteilhafter sein, einen
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autoregressiven Schétzer zu wihlen, bei dem diese Probleme gar nicht erst auftreten
konnen.
Drei Alternativen zu den Yule-Walker-Schétzungen, mit denen sich im allgemeinen

bessere Ergebnisse erzielen lassen, werden in den ndchsten Unterabschnitten vorgestellt.

3.4.2 Burg-Schitzung

Bei der Burg-Schétzung werden die nach dem Prinzip der maximalen Entropie nicht ak-
zeptablen Autokovarianzschétzer {4,} vermieden. Vielmehr erfolgt eine Modifikation
der Levinson-Durbin-Rekursion, indem fiir die Reflektionskoeffizienten &; eine direkte
Schétzung aus der Stichprobe (Xi,..., Xy)" eingefiithrt wird, die mit dem Grundkon-
zept der maximalen Entropie vertraglich ist.

Ausgangspunkt der Burg-Schétzung ist, daff sich bei Anwendung der Levinson-Durbin-
Rekursion (vgl. Gleichung (3.22)) sowie der Definitionen fiir den Vorwérts- bzw. Riick-
wértsprognosefehler, die Vorwérts- und Riickwértsprognosefehler auf der j-ten Stufe
der Rekursion darstellen lassen als (vgl. z.B. MARPLE [1987, S. 211]):

~ b
(3.45) Eg,t = 6§_1,t T K€ 11
b ~b * A
(3.46) €1 = € 140t /ﬁjeg_u :

Mit den Gleichungen (3.45) und (3.46) lassen sich die Vorwérts- bzw. Riickwértspro-
gnosefehler der Stufe j in Abhéngigkeit von den bekannten Vorwérts- bzw. Riickwérts-
prognosefehlern der Stufe 7 — 1 sowie dem unbekannten Reflektionskoeffizienten ;

darstellen. Die Initialisierung der Rekursionen erfolgt mit
ér=¢ép, =X, fiir t=1,... N

Unter Verwendung der Rekursionen (3.45) und (3.46) lassen sich der mittlere quadra-
tische Vorwirts- und Riickwértsprognosefehler in Abhéngigkeit von dem Parameter &;

darstellen als:

N
(3.47) P :_ Z [5 t|2 N Z |€;1t+’§331t 12

t J+1 t=j+1

bzw.
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(3.48) Z |€]t|2_ N Z |€] 1,t— 1+"€*‘5; 1,t|

t J+1 t j+1

Die Minimierungansétze

mlnPf(/-ﬁJ) bzw. mlnP( i)

Ki] Ki]
fithren zu den Losungen:
N
b
Z ‘5; 1t‘53*1t 1
(3.49) R = -
> &l
t=j+1
bzw.
N P
Z €146/ 1,01
(3.50) fb=
Z &
t=j+1

Die Besonderheit des Burg-Algorithmus besteht nun darin, beide Losungsansétze zu in-
tegrieren, indem auf jeder Stufe j das arithmetische Mittel des mittleren quadratischen

Vorwérts- und Riickwértsprognosefehlers minimiert wird:

t=j+1 t j+1

(3.51) mlnPf (Kj) = ( Z [5 t|2+ ~ Z |€],t|2>

Dies fithrt zu folgender Schitzung fiir x; (vgl. z.B. MARPLE[1987, S. 213]):

N

N
2 ) G
t=j+1

N N ’
Sl > e,

t=j+1 t=j+1

(3.52) A0 =~

Die Reflektionskoeffizienten H, ® der Burg-Schitzung konnen als harmonisches Mittel
der Reflektionskoeffizienten A H, und H, interpretiert werden, die sich bei alleiniger Mi-

nimierung von Vorwiérts- bzw. Riickwértsprognosefehler ergeben, d.h. es gilt:
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2
3.53 pfl&— =
(3:53) J 1/&;‘ +1/Rb

Die Burg-Maximum-Entropie-Methode ist also ein iteratives, lokales Optimierungsver-
fahren, bei dem auf jeder Stufe j ein optimaler Reflektionskoeffizient #; unter gleich-
zeitiger Beriicksichtigung von Vorwéarts- und Riickwartsprognosefehlern ermittelt wird.
Die Losung entspricht dem Prinzip der maximalen Entropie, da in der Summation
der Prognosefehler die fiir die autoregressive Prognose erforderlichen j Startwerte un-
beriicksichtigt bleiben, so dafl nur tatséichlich berechenbare Prognosefehler beriicksich-
tigt werden und keinerlei Annahmen tiber Werte auflerhalb des durch die Stichprobe
gegegebenen Stiitzbereiches gemacht werden miissen.

Durch die Einbindung in die Levinson-Durbin-Rekursion (vgl. (3.24) und (3.25)) gilt
auch bei der Burg-Methode fiir die Reflektionskoeffizienten

Dies ist gleichbedeutend damit, dal die Wurzeln des charakteristischen Polynoms eines
nach der Burg-Methode geschéitzten AR-Prozesses innerhalb oder auf dem Einheitskreis

liegen konnen.

Der Burg-Algorithmus représentiert nur eine von zahlreichen Moglichkeiten, Schétzer
fiir die Reflektionskoeffizienten x; zu konstruieren.

Eine naheliegende Erweiterung ist der gewichtete Burg-Schétzer:

N

2 Z wj—l,t€§—1,t€§’i1,t_1
~ fb t=j+1
(354) K,; = — N J N )
> wj—17t|€£t|2+ > wj—l,t|€§,t_1|2
t=j+1 t=j+1

der u.a. dazu verwandt wurde, die Schétzeigenschaften des Burg-Schétzers fiir harmo-
nische Prozesse in Noise zu verbessern. Hinweise zu geeigneten Gewichten w;_;; > 0
finden sich z.B. in SWINGLER[1979] oder HELME/NIKIAS[1985].

Eine andere Art der Verallgemeinerung findet sich bei MAKHOUL[1977], der eine Klasse
von Schétzern fiir reellwertige Reflektionskoeffizienten als verallgemeinertes m-tes Mit-

tel aus f%; und /%g’ definiert:
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I 1 ~fm ~bim m
(3.55) ) (m) = S[S(1&]™ + |A5™)]V™ m <0,

mit S = sign(/ﬁ;) = sign(k?}).
Mit m = —1 ergibt sich der Burg-Schétzer als Spezialfall. Andere a priori Vorgaben
fiir m sind moglich, allerdings sind die daraus resultierenden Reflektionskoeffizienten

im allgemeinen nicht als Losung eines Fehlerminimierungsansatzes interpretierbar.

Auf der Grundlage des Burg-Algorithmus kénnen Spektraldichten mit hoher Auflésung
geschitzt werden. Probleme mit dem Burg-Algorithmus ergeben sich bei der Schéitzung
von harmonischen Prozessen in Noise, wo phasenabhéngiges Peak-Shifting und Spectral-
Line-Splitting auftreten kann. Beispiele sind in Abschnitt 3.4.5 angegeben. Dariiber-
hinaus sind zahlreiche Verallgemeinerungen des Burg-Algorithmus moéglich, wodurch in
Kombination mit der Levinson-Durbin-Rekursion zahlreiche weitere sinnvolle Schitzun-

gen der Reflektionskoeffizienten und damit auch der Autokovarianzen moglich sind.

3.4.3 FBLP-Schitzung

Bei der Forward-Backward-Linear-Prediction-(FBLP)Schéitzung, die auf unabhéngige
Arbeiten von ULRYCH/CLAYTON|[1976] und NUTTAL[1976] zuriickgeht, wird das Kon-
zept der gemeinsamen Minimierung von Vorwarts- und Riickwértsprognosefehler auf
den Kleinst-Quadrate-Ansatz zur Schéitzung autoregressiver Modelle iibertragen. Ne-
ben der Bezeichnung FBLP-Schitzung sind auch die Bezeichnungen Least-Squares-
Schitzung, FBLS-(Forward-Backward-Least-Squares)-Schitzung und modifizierte Ko-
varianzmethode zu finden.

Analog wie bei der Burg-Schétzung ist das arithmetische Mittel der summierten qua-

dratischen Vorwiérts- und Riickwértsprognosefehler zu minimieren:

(3.56) r;ifg Pib = 5(155; +P).
mit:
_ N
(3.57) PLo= Y|P
t=p+1
N
(3.58) = Y X+ o X+ 49X,

t=p+1
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und
~ N
(3.59) pyo= > el
t=p+1
N
(3.60) = Y X+ O Xepi + -+ EX
t=p+1
Mit den Vektoren
e = (.. el), = ), d=(Ld1,....0)

und der (N —p) x (p+ 1) Matrix

Xy o Xnopr1 Xnop

lassen sich die Prognosefehler darstellen als:

(3.61) e =X,¢

(3.62) € =X,J¢* bzw. € =X'Jo,

wobei J eine ordnungskonforme Reflektionsmatrix ist.

Die summierten quadratischen Prognosefehler f’fsb ergeben sich in Matrixschreibweise

als:
- 1r H bNH (b
P = S [ (el) + () ()]
= L [(X,8)(X,8) + (X0 9)"(X;T9)
(3.63) = %:¢H(X5Xp+JXéXZJ)¢]
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Minimierung von (3.63) beziiglich ¢ = (¢, . .. , ¢p)" unter der Nebenbedingung ¢y = 1

fithrt zu dem Lagrangeansatz

(3.64) L(pN) == [¢"(XIX,+ TX, X T)p| + M1 — ¢"0)

N | —

mit ¢ = (1,0,...,0)".

Die Bedingungen erster Ordnung lauten:

oL .

(3.65) 96 = (XIX,+IX, X J)p— A\ =0
oL

(3.66) o - - »"1) = 0.

Aus der Pramultiplikation von von Gleichung (3.66) mit ¢ ergibt sich A = Pf 5o

88

daf die erweiterten Normalgleichungen sich ergeben als:

Pfb
(3.67) (XprJrJX;XpJ)qb:[ 0 }

Der mittlere quadratische Prognosefehler wird geschétzt als:
PI?

p=__5
N-—p

Das Gleichungssystem (3.67) kann nicht unter Verwendung der Levinson-Durbin-Re-
kursion gelost werden, da die Matrix (X f X, + JX, X J) zwar hermitisch ist, aber
keine Toeplitzstruktur besitzt. Allerdings ist X, eine (Rechteck-)Toeplitzmatrix und
X J eine Hankel-Matrix, so daf spezielle Eigenschaften vorhanden sind, welche die
Entwicklung eines effizienten, rekursiven Algorithmus erlauben. Auf die Darstellung
des rekursiven Algorithmus wird hier verzichtet. Bei der Ableitung der Rekursion

ergibt sich jedoch u.a., daf fiir den quadratischen Prognosefehler die Beziehung
psfsbj = psfsl,)j—l(l - |¢jj|2)
erfiillt ist (vgl. MARPLE[1987, S. 251ff]), so da8 aufgrund von

]5fb»20 und  P7° >0,

$8,7 ss,7—1
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analog wie bei der Levinson-Durbin-Rekursion, folgt:

[pji] <1,

so daf3 bei der FBLP-Schétzung die Wurzeln des charakteristischen Polynoms innerhalb
oder auf dem Einheitskreis liegen.

MARPLE([1980] verweist darauf, daf in seltenen Fillen Wurzeln des charakteristischen
Polynoms eines autoregressiven Prozesses, dessen Koeffizienten mit Hilfe der FBLP-
Methode geschétzt wurden, aulerhalb des Einheitskreises liegen kénnen. Nach eigenen
Erfahrungen trat dieses Problem nur dann auf, wenn die Matrix (X f X, +JX X" J)

sehr schlecht konditioniert war.

Vorteile gegeniiber anderen autoregressiven Schétzverfahren besitzt der FBLP-Algo-
rithmus insbesondere bei der Schéitzung von harmonischen Prozessen in Noise (vgl.
auch Abschnitt 3.4.5): Phasenabhéngiges Peak-Shifting ist vernachléssigbar gering,
Line-Splitting ist bei Anwendung des FBLP-Algorithmus noch nicht beobachtet worden
(vgl. z.B. KaY[1988, S. 227ff], MARPLE[1987, S. 224]). Die guten Ergebnisse des
FBLP-Algorithmus bei der Schitzung von harmonischen Prozessen in Noise fiithrten
zu einer Weiterentwicklung des Verfahrens durch TUFTS/KUMARESAN[1982], wobei
der Vektor ¢ durch eine geeignete Linearkombination der Eigenvektoren der Matrix
(XX, +JX, X" J) geschitzt wird.

3.4.4 FLP-Schitzung

Bei der FLP-Methode wird nur der Vorwértsprognosefehler minimiert, so daf3 dieser
Ansatz der Anwendung des allgemeinen Kleinst-Quadrate-Prinzips entspricht. Im Ver-
gleich zu den anderen drei Verfahren wird der geringste Gebrauch von der Annahme
der schwachen Stationaritéit des datenerzeugenden Prozesses gemacht.

Der Minimierungsansatz lautet:

(3.68) min Pl = (e

Analog wie bei der FBLP-Methode, lassen sich die erweiterten Normalgleichungen

ableiten als:
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pf
(3.69) XX ,p= (;S .
Der mittlere quadratische Prognosefehler wird geschétzt als:
. Pl
=N

Die Wurzeln des charakteristischen Polynoms eines nach der FLP-Methode geschétz-
ten Prognosefilters miissen nicht innerhalb des Einheitskreises liegen (vgl. z.B. MAR-
PLE[1987, S. 221]). Diese Eigenschaft ist allerdings in Hinblick auf die Spektralschétzung
von untergeordneter Bedeutung. Beziiglich Spectral-Line-Splittung bzw. Peak-Shifting
verhélt sich die FLP-Methode genauso unproblematisch wie die FBLP-Methode.

Nach eigenen Erfahrungen ergaben sich jedoch erhebliche Unterschiede bei der Schét-
zung von harmonischen Prozessen in Noise, wenn in dem oben erwiahnten Verfahren von
TurTs/ KUMARESAN[1982] statt Linearkombinationen von Eigenvektoren der Matrix
(X f X, +J X;X;J ) lediglich Linearkombinationen von Eigenvektoren der Matrix
X f X, verwandt wurden. Beide Matrizen sind lediglich symmetrisch und besitzen
keine Toeplitzstruktur, wie es unter der Annahme schwach stationérer stochastischer
Prozesse notwendig wére. Die Abweichung von der Toeplitzstruktur bei der Matrix
X]I){Xp scheint jedoch gravierender zu sein als bei der Matrix (Xpr +JX XT).
Eine detaillierte Untersuchung dieses Problems liegt auflerhalb des hier gesetzten Rah-

mens.

3.4.5 Vergleich autoregressiver Schitzverfahren

Wie bereits ausgefithrt worden war, konnen die vier autoregressiven Schétzverfah-
ren nach der Yule-Walker-, Burg-, FBLP- bzw. FLP-Methode als approximative
Maximum-Likelihood-Schétzer betrachtet werden, deren Schétzeigenschaften sich fiir
»groffe* Stichprobenumfiange nicht wesentlich unterscheiden sollten. Bei , kleinen®
Stichprobenumfiangen kénnen sich jedoch erhebliche Unterschiede zwischen den Schét-
zern ergeben. Dies wird im folgenden mit einfachen Simulationsbeispielen fiir die Eigen-
schaften Aufléosungsvermogen, Spectral-Line-Splitting und Peak-Shifting demonstriert.
Die praktische Relevanz dieser Eigenschaften variiert mit dem substanzwissenschaftli-
chen Einsatzbereich der Schétzverfahren. Es ist allerdings von grundsétzlichem theo-
retischen Interesse, dafl Unterschiede zwischen den Schétzern existieren, die eher qua-

litativen Charakter haben.
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Auflésungsvermogen. Auf das schlechte Auflosungsvermogen des Yule-Walker-
-Verfahrens, im Gegensatz zur Burg-, FBLP- und FLB-Schétzung, war bereits hinge-

wiesen worden. Dieses Verhalten wird hier an Hand eines reellwertigen AR(8)-Prozesses

8
(3.70) Xe+ > ¢ Xij =6 & ~WN(0,1),

j=1
demonstriert, fiir dessen charakteristisches Polynom H§:1 (1—2;27") die folgenden vier

Paare konjugiert-komplexer Wurzeln gewéahlt wurden:

212 = (0.999¢ 270125 234 = 0.999¢*7270-133
(3.71)

25/6 = 0.999¢F2m0-145 278 = 0.999¢+i270.155

In Abbildung 3.1 (a) und Abbildung 3.1 (b) sind das theoretische Spektrum bzw. die
Lage der vier Wurzelpaare beziiglich des Einheitskreises graphisch dargestellt. Das
theoretische Spektrum des Prozesses weist vier scharfe Peaks an den Frequenzen w =
0.125,0.135,0.145,0.155 auf.

Fiir die Schatzungen nach der Yule-Walker-, Burg-, FBLP-, und FLP-Methode wurden
fiir die Stichprobenumfinge N = 64 und N = 256 jeweils 100 unabhéngige Realisa-
tionen des in (3.70) und (3.71) beschriebenen AR-Prozesses erzeugt. Die Anzahl der
Einschwingwerte betrug Ngp = 512, um den Einflul der mit Null initialisierten acht
Anfangswerte geringzuhalten. Zur Auswertung wurden zum einen die aus jeweils 100
Realisationen gemittelten Spektren herangezogen (vgl. Abb. 3.2 (a) - (d), 3.4(a) -
(d)). Zum anderen wurden, um einen besseren Eindruck iiber die Streuung der ein-
zelnen Schétzungen zu erhalten, in den Abbildungen 3.3 (a) - (d) und 3.5 (a) - (d)
Wurzelplots fiir jeden Schétzer dargestellt, wobei fiir jeden Stichprobenumfang und
jeden Schétzer jeweils 8 x 100 = 800 Realizationen der Wurzeln z; geplottet wurden.
Auf eine tabellarische Darstellung der mittleren geschétzten Koeffizienten, deren Stan-
dardabweichungen sowie weiterer anderer ermittelter Groflen wurde aus Platzgriinden
verzichtet.

Um numerische Probleme bei der Yule-Walker-Schétzung mitzuberiicksichtigen, wurde
die Losung der Yule-Walker-Gleichungen sowohl nach der Levinson-Durbin-Rekursion
als auch mit Hilfe einer Cholesky-Zerlegung berechnet. Obwohl die Wurzeln des da-

tenerzeugenden Prozesses sehr nahe am Einheitkreis lagen, ergab ein Vergleich der
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Koeffizienten jedoch lediglich unwesentliche Abweichungen (< 10E-14), so daf§ nur die

Losung nach der Levinson-Durbin-Rekursion beriicksichtigt wurde.

Fiir den Stichprobenumfang N = 64 zeigt der graphische Vergleich der geschétzten
Spektren (sieche Abb. 3.2 (a) - (d)), daB8 der Burg-Schétzer die vier Peaks des theoreti-
schen Spektrums am besten wiedergibt, etwas weniger stark ausgepréigt sind die Peaks
bei der FBLP-Schéitzung. Bei der FLP-Schéatzung ist lediglich ein Peak klar zu erken-
nen, die restlichen drei Peaks sind aber, wenn auch mit Miihe, wahrnehmbar. Ganz im
Gegensatz dazu weist das gemittelte Spektrum der Yule-Walker-Schétzung nur einen
einzigen Peak aus. Die dazugehorigen Wurzelplots (sieche Abb. 3.3 (a) - (d)) bestéti-
gen die aus den gemittelten Spektren gewonnenen Informationen: Die Wurzeln des
Burg-Schétzers liegen im Vergleich zu den anderen drei Schéitzern dem Einheitskreis
am néchsten. Beim FBLP- und FLP-Schétzer streuen die Wurzeln leicht in den Ein-
heitskreis hinein, beim FLP-Schétzer starker ausgeprégt als beim FBLP-Schétzer. Ein
vollig anderes Bild ergibt sich beim Yule-Walker-Schétzer: Es existieren verschiedene
Cluster von Wurzeln auch weit im inneren des Einheitskreises und es treten zahlrei-
che reelle Wurzeln auf, obwohl der datenerzeugende Prozefl nur konjugiert-komplexe
Wurzeln besitzt. Am Wurzelplot des Burg-Schétzers 1483t sich noch eine abweichende
Eigenart im Vergleich zur FBLP- und FLP-Schétzung erkennen. Wahrend die Wurzeln
der beiden letzteren fast auschlielich in den durch die Lage der theoretischen Wurzeln
sowie dem Ursprung markierten Kreissegmenten streuen, reicht die Streuung der Wur-
zeln des Burg-Schétzers iiber diese Kreissegmente hinaus, wobei jedoch die Wurzeln
in jedem Fall sehr nahe am Einheitskreis liegen. Diese Eigenart, bei kleinen Stich-
probenumfingen die Peaks eines Spektrums nicht nur deutlicher als andere Schétzer
wiederzugeben, sondern diese auch noch gegeniiber den theoretischen Peaks mit grofie-
ren Abstdnden auszuweisen, sind vermutlich der Grund dafiir, dafl der Burg-Schétzer
bei Praktikern als hochauflosender Schétzer sehr beliebt ist. Diese Eigenart 143t sich
auch anhand der Darstellung einzelner Realisationen zeigen, auf deren Wiedergabe hier

verzichtet wird.

Fiir den Stichprobenumfang N = 256 zeigt sowohl der graphische Vergleich der geschétz-
ten Spektren (siehe Abb. 3.4 (b) - (d)), als auch der Wurzelplots (siche Abb. 3.5 (b) -
(d)), daB zwischen Burg-, FBLP- und FLP-Schétzer kaum noch visuelle Unterschiede
erkennbar sind. Im Gegensatz dazu weist der Yule-Walker-Schétzer auch bei dem Stich-
probenumfang N = 256 lediglich nur einen Peak im Spektrum auf (vgl. Abb. 3.4 (a)),
bei dem zugehorigen Wurzelplot (siehe Abb. 3.5 (a)), ergibt sich im Vergleich zum
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Stichprobenumfang N = 64 eine geringere Streuung um die verschiedenen wahrnehm-
baren Cluster. Fiir den Yule-Walker-Schétzer ergab sich auch bei einem Stichprobe-
numfang von N = 512 keinerlei Verdnderung, auf eine Wiedergabe der Graphik wird

verzichtet.

Spectral-Line-Splitting. Das Phédnomen Spectral-Line-Splitting und das unter-
schiedliche Verhalten der Schétzverfahren ist in Abbildung 3.6 dargestellt. Hierbei

wurde als datenerzeugender Prozef3
Xi =sin(27t0.2 4+ w/4) + ¢, mit  {e;} ~ WN(0,0.0005)

zugrundegelegt und jeweils 100 unabhéngige Realisationen erzeugt.

Wie in den Vorbemerkungen zur autoregressiven Spektralschiatzung bereits ausgefiihrt
worden war, kann ein Prozef dieser Art sehr gut durch einen AR(2)-Prozef8 beschrieben
werden. Wird in Unkenntnis des wahren datenerzeugenden harmonischen Prozesses
ein AR(8)-Prozef fiir die Schétzung verwandt, so treten bei dem Burg-Schétzer zwei
nahe beieinanderliegende ausgepriagte Peaks in der Umgebung der Frequenz w = 0.2
auf, die falschlicherweise auf die Existenz einer zweiten stark ausgepriagten Schwin-
gungskomponente verweisen (vgl. Abb.3.6 (b)). Bei der Yule-Walker-, FBLP- und der
FLP-Schétzung tritt auch in diesem Fall nur jeweils ein ausgepriagter Peak auf (vgl.
Abb.3.6 (a) und (d)). Allerdings laft sich dieses Phédnomen auch unter geeigneten
Extrembedingungen fiir den Yule-Walker-Schétzer sowie fiir weitere hier nicht vorge-
stellte autoregressive Spektralschétzer zeigen, lediglich von dem FBLP-Schétzer liegen
bisher keine Berichte iiber das Auftreten von Spectral-Line-Splitting vor (vgl. z.B.
MARPLE[1987, S. 224]). Fiir die autoregressive Spektralschétzung mit datengestiitz-
ten Kriterien zur Bestimmung der Ordnung p eines AR-Prozesses ist das Auftreten von
Spectral-Line-Splitting insofern von Interesse, als hierbei eine so starke Uberschitzung
der geeigneten Modellordnung beobachtet werden kann, so daf§ Spectral-Line-Splitting
auftritt (KAy/MARPLE[1979]). Die besondere Eigenheit des Spectral-Line-Splitting
liegt darin, dafl es gerade nicht bei niedrigen Signal-to-Noise-Ratios (Signal-Rausch-
Absténden)?auftritt, sondern bei sehr hohen Signal-to-Noise-Ratios. Dies hat die un-
erwartete Konsequenz, dafl die Schétzung beim Auftreten von Spectral-Line-Splitting

dadurch verbessert werden kann, dafl man die Ausgangsdaten zusétzlich mit der Reali-

2Fiir einen harmonischen Proze X; = Asin(27rtw + ¢) + ¢ liBt sich das Signal-to-Noise-Ratio
(SNR) angeben als: SNR = 10log;(A4/202) [dB].
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sation eines White-Noise-Prozesses iiberlagert. Bestimmte Werte der Phasenverschie-
bung ¢ sowie bestimmte Kombinationen der Frequenz w und der Anzahl der Beob-
achtungen N begiinstigen das Auftreten von Spectral-Line-Splitting, dies gilt ebenso,
wenn eine im Verhéltnis zur Anzahl der vorliegenden Beobachtungen N relativ hohe
Ordnung p des geschitzten AR-Prozesses gewéhlt wird (vgl. z.B. HAYKIN[1989, S.
206]). Praktische Relevanz besitzt das Problem des Spectral-Line-Splitting z.B. in der
Kernresonanz-Spektroskopie, wo eine Verwechslungsgefahr zwischen artifiziell gespal-
tenen Spektrallinien und physikalisch bedingten sog. Dubletten bzw. Multipletten des
geschétzten Spektrums besteht (vgl. SCHMIDT[1989, S. 39ff]).

Peak-Shifting. In Abbildung 3.7 ist anhand des harmonischen Prozesses

Xi =sin(27t0.2 4 @) + ¢ {e:} ~ WN(0,0.0005)

mit

t=1,...,20, (180/m)p = —180(4)180
die unterschiedliche Phasenabhéngigkeit der Yule-Walker-, Burg- und FBLP-Schétzung
dokumentiert. Fiir jede Phase ¢ wurden 20 unabhingige Realisationen erzeugt, ein
AR(2)-Prozefl geschétzt und ein Spektrum im Bereich 0.0 < w < 0.5 an 512 dqui-
distanten Punkten berechnet. Die Frequenz mit dem maximalen Peak wurde jeweils
ermittelt und eine mittlere Frequenz als Durchschnitt aus 20 Werten berechnet.
In den Abbildungen 3.7 (a) - (d) ist der Zusammenhang zwischen der mittleren Fre-
quenz des maximalen Peaks und der Phase des datenerzeugenden Cosinoidprozesses
dargestellt. Es ergibt sich eine stark ausgeprigte Phasenabhéngigkeit bei der Yule-
Walker- und der Burg-Schiatzung. Bei der FBLP- und FLP-Schétzung tritt diese Pha-
senabhéngigkeit nur in stark geminderter Form auf, in dem hier gewéahlten Beispiel
sind die Ergebnisse numerisch identisch.

Zusammenfassung. Wie die Diskussion gezeigt hat, kann die Yule-Walker-Schétzung
unter Verwendung der verzerrten Autokovarianzschéitzer erhebliche Nachteile aufwei-
sen. Einer Ubersicht in HUANG[1990] ist allerdings zu entnehmen, da bei der Yule-
Walker-Methode Vorteile beziiglich der notwendigen Anzahl an Rechenoperationen und
des bendtigten Speicherbedarfes, insbesondere im Vergleich zum Burg-Algorithmus, be-
stehen. Da dies nur in Ausnahmefillen von Bedeutung sein wird, sind Burg-, FBLP-

oder FLP-Algorithmus im allgemeinen vorzuziehen.
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Abb. 3.1: Theoretisches Spektrum und Lage der Wurzeln gegeniiber dem Einheitskreis,
AR(8)-Prozefl nach (3.70) und (3.71).
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Abb. 3.2: Vergleich von Yule-Walker-, Burg- und FBLP- und FLP-Methode, AR(8)-Prozef3
nach (3.70) und (3.71), gemittelte Spektren aus 100 unabhéingigen Realisationen, N = 64,

Ny =512, N, = 512.
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(b) Burg
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Abb. 3.3: Vergleich von Yule-Walker-, Burg-, FBLP- und FLP-Schitzung: AR(8)-Prozef
nach (3.70) und (3.71), Wurzelplots von 100 unabhiéngigen Realisationen, N = 64, Ny = 512.
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Abb. 3.4: Vergleich von Yule-Walker-, Burg- und FBLP- und FLP-Methode: AR(8)-Prozef3
nach (3.70) und (3.71), gemittelte Spektren aus 100 unabhéngigen Realisationen, N = 256,
Ny = 512, N, = 512.
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(b) Burg
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Abb. 3.5: Vergleich von Yule-Walker-, Burg-, FBLP- und FLP-Schitzung: AR(8)-Prozef
nach (3.70) und (3.71), Wurzelplots von 100 unabhingigen Realisationen, N = 256, Ny =

512.
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Abb. 3.6: Spectral-Line-Splitting: X; = sin(27t0.2 + 7/4) + €, {&} ~ WN(0,0.0005)
t = 1,...,20, Spektren gemittelt aus jeweils 100 autoregressiven Schitzungen mit p = 8

nach der Yule-Walker, Burg-, FBLP- und FLP-Methode.
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Abb. 3.7: Peak-Shifting: X; = sin(27t0.2 + ) + €, {e} ~ WN(0,0.0005) t = 1,...,20,
(180/m)¢p = —180(4)180, zugrundeliegende Spektren gemittelt aus jeweils 20 autoregressiven
Schitzungen mit p = 2 nach der Yule-Walker, Burg-, FBLP- und FLP-Methode.



Kapitel 4

Nichtparametrische

Spektralschatzung

4.1 Das Periodogramm

Betrachtet man die theoretische Spektraldichte

(4.1) fw)= 3 qeemer

T=—00

eines (schwach stationédren) stochastischen Prozesses, dann bietet es sich unmittelbar
an, die unendliche Fouriertransformation mit den Autokovarianzen . in (4.1) durch
eine endliche Fouriertransformation mit den Autokovarianzschitzern 4, zu ersetzen,

um eine Schétzung der Spektraldichte f(w) zu erhalten:

Def. 4.1.1 (Periodogramm,)

Sei {Xi,t € Z} ein stationdrer stochastischer ProzefS mit Erwartungswert u, absolut-
summierbarer Autokovarianzfunktion und der Spektraldichte f(w). Gegeben sei eine
Stichprobe (X1, ..., Xy) und die Autokovarianzschitzer {4,,7 =0,£1,... ,£2(N—1)}.
Dann heift

(4.2) Inw)= > 4e ™™ we[-0.50.5

Periodogramm.
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Alternativ 148t sich sich (4.2) darstellen als (vgl. z.B. NEWTON[1988, S. 168)):
2

1| X :
(4.3) In(w) == > Xpe ™!
N t=1

Héaufig ist es einfacher, sich bei der Betrachtung des Periodogramms auf die sog. Fou-
rierfrequenzen
{wk|wk = k’/N, k=0,£1,... ,w € [—0.5, 05]}

zu beschranken.
Das Periodogrammm eines reellwertigen stochastischen Prozesses ist symmetrisch, d.h.

es gilt

(4.4) In(w) = In(~w).

Die Unterschiede bei der Analyse von reellwertigen bzw. komplexwertigen stochasti-
schen Prozessen bestehen im wesentlichen darin, daf§ das Periodogramm eines kom-
plexwertigen stochastischen Prozesses nicht symmetrisch ist und an den Frequenzen
w = 0.0, £0.5 andere statistische Eigenschaften besitzt. Um die Darstellung zu verein-
fachen, werden bei vielen Aussagen nur die Fourierfrequenzen wy # 0, £0.5 zugrunde-
gelegt, so dafl die Resultate sowohl fiir reell- als auch fiir komplexwertige stochastische
Prozesse gelten. Es mufl allerdings darauf hingewiesen werden, dafl spezielle spek-
tralanalytische Fragestellungen existieren, bei denen gerade der Wert eines Spektrums
an der Frequenz w = 0 eine besondere Rolle spielt (vgl. z.B. ANDREWS[1991], WOL-
TERS[1991], ROBINSON[1991]).

Aufgrund der Symmetrieeigenschaft ist es bei reellwertigen Prozessen ausreichend, Fre-
quenzen im Intervall [0.0, 0.5] zu betrachten.

Unabhéngig davon, ob ein reell- oder komplexwertiger Prozefl zugrundeliegt, gilt:
(4.5) IN(L«J + 1) = IN(LU),

d.h. das Periodogramm besitzt die Periode 1 und kann, sofern erforderlich, periodisch
fortgesetzt und damit fiir alle w € R definiert werden.

Das empirische Periodogramm Iy (w) fiir die Realisation eines stochastischen Prozesses

x = (x1,...,zy) ergibt sich mit den empirischen Autokovarianzen ¢, als:
N (N=1) .
(4.6) In(w)= > e ™7,

T=—(N-1)
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Der Erwartungswert des Periodogramms an den Fourierfrequenzen wy # 0,40.5 148t
sich darstellen als (vgl. z.B. Schlittgen/Streitberg[1984, S. 268)):

(4.7) E(In(wr)) = /_ (;55 FO)Fx(wr, — A)dA,

.2
wobei Fi(-) der Fejerkern mit Fy(\) = (1/N) Sl gﬂ)‘N)

sin®(m\) ist.

Der Erwartungswert des Periodogramms ergibt sich also als Faltung der theoreti-
schen Spektraldichte mit dem Fejerkern Fiy()), so dal das Periodogramm kein er-
wartungstreuer Schétzer, sondern ein gewichtetes Mittel der theoretischen Spektral-
dichte ist. Da der Fejerkern sich fiir grole NV wie eine Dirac-Deltafunktion verhélt, ist
das Periodogramm zumindest asymptotisch erwartungstreu. Diese Aussage und wei-
tere grundlegende asymptotische Eigenschaften des Periodogramms sind unter verein-
fachenden Annahmen im folgenden Satz zusammengefaft (detaillierter z.B. in BROCK-
WELL/DAvV1s[1991, S. 342ff]):

Satz 4.1.1 (Asymptotische Eigenschaften des Periodogramms)
Sei In(w) das Periodogramm eines stationdren stochastischen Prozesses { X, t € Z}
mit p =0, absolut-summierbarer Autokovarianzfunktion und der Spektraldichte f(w).

Dann gilt an den Fourierfrequenzen wy # 0.0, £0.5:

(1) lim Elly(w)] = flwr)
(i) Jim Var[In(wr)] = f*(wr)
(iii) A}i_r)r;oCov[IN(wr),IN(ws)] = 0 r#s.

Aus Satz 4.1.1 (i) und (i7) folgt, dal das Periodogramm Iy(wy) zwar ein asympto-
tisch erwartungstreuer Schétzer, aber kein konsistenter Schétzer ist, da die Varianz fiir

N — o0 nicht gegen Null, sondern gegen eine von N unabhéngige Konstante strebt.
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Punkt (i4i) aus Satz 4.1.1 gibt einen Hinweis, wie aus dem inkonsistenten Periodo-
gramm konsistente Schétzer abgeleitet werden konnen: Aufgrund der asymptotischen
Unkorreliertheit von Iy(w,), In(ws) fir r # s kann durch Mittelung von benachbar-
ten Werten des inkonsistenten Periodogramms ein Schétzer berechnet werden, dessen

Varianz kleiner ist, als die Varianz einzelner Werte des Periodogramms.

Die relevanten Aussagen iiber die Verteilung des Periodogramms sind im néchsten Satz

zusammengefafit (vgl. z.B. NEWTON[1988, S. 168ff]):
Satz 4.1.2 (Verteilung des Periodogramms)

(i) Sei Xy =322 e ein stationdrer Prozef mit {e;} ~ IID(0,0?) und

Jj=—00
Y52 (L [D] < o0
Dann gilt: An den Fourierfrequenzen sind die Werte des Periodogramms Iy (wy)

asymptotisch unabhdingig verteilt mat:

QIN (wk)

(48) Flwn) ~ X3 w # 0.0, £0.5

(i) Ist{X:} ein unabhdngig und identisch normalverteilter stochastischer Prozefl mit
pux = 0 und der Varianz c%, dann gilt f(wy) = 0% und die Verteilungsaussage

aus (4.8) ist nicht nur asymptotisch, sondern exakt giltig.

Die Bedingung >*° (1 + |j])|¢j| < oo ist erforderlich, damit die Koeffizienten 1; hin-
reichend schnell gegen Null konvergieren.

Auf der Grundlage von Satz 4.1.2 konnen Konfidenzintervalle fiir nichtparametrische
Spektralschéitzer abgeleitet werden. Dariiberhinaus bildet die Transformation einer
Stichprobe (Xi,...,Xy) mit stochastisch abhéngigen Zufallsvariablen in zumindest
asymptotisch unabhéingige Periodogrammordinaten den Ausgangspunkt fiir die Uber-
tragung von statistischen Methoden, die zunéchst fiir unabhéngige Stichproben ent-
wickelt worden waren, auf Anwendungen in der Zeitreihenanalyse. Erste Ansétze zur
automatischen, datengestiitzten Bestimmung von Glédttungsparametern fiir die nicht-
parametrische Spektralschitzung benutzten das Periodogramm als Grundlage zur Im-

plementierung von Kreuzvalidierungsverfahren (vgl. BELTRAO/BLOOMFIELD[1987],
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HUurvicH[1985], WHABA[1980]). Einen dhnlichen Ansatz, wobei jedoch der Glattungs-
parameter fiir eine nichtparametrische Regression von autokorrelierten Zeitreihendaten

zu ermitteln ist, beschreiben HURVICH /ZEGER[1990].

4.2 Direkte Spektralschitzer

Im Anschlufl an Satz 4.1.1 war bereits darauf hingewiesen worden, dafl die asymp-
totische Unkorreliertheit von verschiedenen Werten des Periodogramms es erlaubt,
durch Mittelung benachbarter Werte Schétzer der Spektraldichte abzuleiten, deren
Varianz geringer ist als die Varianz von einzelnen Periodogrammordinaten. Direkte
Spektralschétzer bauen auf diesem Ansatz auf und ermdoglichen es, insbesondere wenn
das Periodogramm an den Fourierfrequenzen unmittelbar aus den Beobachtungsdaten
mit Hilfe einer schnellen Fouriertransformation berechnet wird, auf einfache Art und

Weise konsistente Schitzungen zu erhalten.

Def. 4.2.1 (Direkte Spektralschdtzer)
Sei wy, € [—0.5,0.5] eine Fourierfrequenz. Dann heifit

(4.9) FPlwr) =" g T (wrr)
direkter Spektralschitzer mit dem Gldttungsfilter {g.}. "

Der Glattungsfilter {g,} heifit auch diskretes Periodogrammfenster. Liegt wy_, nicht
im Bereich [—0.5,0.5], dann wird das Periodogramm entsprechend periodisch erweitert.
Bei praktischen Anwendungen ist zu empfehlen, eine leicht modifizierte Form der
Schétzung (4.9) durchzufithren. Aus (4.3) folgt, daf gilt:

2
1| X _
(4.10) In(0) = v > Xy = NIX]

t=1

An der Frequenz w;, = 0 mifit das Periodogramm also nicht den Beitrag einer Schwin-
gungskomponente, sondern den Einflul des Mittelwertes des zugrundeliegenden stocha-
stischen Prozesses. Wird wie allgemein iiblich, das empirische Periodogramm I ~N(wk)
von einer mittelwertbereinigten Reihe berechnet, dann gilt: Iy(0) = 0. Um un-
erwiinschte Verzerrungen zu vermeiden, sollte daher vor Berechnung der direkten Spek-

tralschitzung geméas (4.9) eine der beiden folgenden Korrekturen fiir das Periodogramm
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an der Frequenz w = 0 vorgenommen werden (vgl. z.B. FULLER[1976, S. 304], BROCK-
WELL/DAvV1s[1991, S. 353]):

(4.11) In(0) = % n(wr) + In(w1)]
oder
(4.12) 13(0) = goIn(w) + f G In(wrsr) + f g In(w—r).

Die Korrekturen wurden so umformuliert, daf sie sowohl fiir den Fall eines symmetri-
schen Periodogramms (reellwertiger Prozef}) als auch fiir den Fall eines asymmetrischen
Periodogramms (komplexwertiger Prozef) angewendet werden kénnen.

Direkte Spektralschétzer besitzen u.a. die folgenden asymptotischen Eigenschaften (vgl.

z.B. SCHLITTGEN /STREITBERG[1984, S. 284]):

Satz 4.2.1 (Asymptotische Eigenschaften direkter Spektralschdtzer)
Sei fP (wk) ein direkter Spektralschitzer mit dem Gldttungsfilter {g,}. Dann gilt an
den Fourierfrequenzen wy # 0.0, £0.5:

(4.13) lim B[P ()] = flwr) X0
(4.14) lim Var | fP(w)] = (@) Y g7

Setzt man r = —my, ... ,my und trifft fiir die Zahl my und den Glattungsfilter {g, }

die folgenden Annahmen:
(4.15) my — oo und % —0 fir N — oo,
(4'16) 9 =9g—r, gr>0 Vr,

my
(4.17) > g =1,

r=—mpy
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mn
(4.18) Y g—0 fir N— oo,

r=—mpy
dann sind direkte Spektralschitzer konsistente Schétzer der Spektraldichte f(wy) (vgl.
z.B. BROCKWELL/DAvVIS[1991, S. 351ff]).
Fiir die Interpretration des Bias eines Spektralschétzers ist es niitzlich, die fiir den

Erwartungswert des Periodogramms gefundene Darstellung (4.7) zu verallgemeinern:

Def. 4.2.2 (Spektralfenster)

Ser f (wk) ein Spektralschatzer, dessen Erwartungswert sich darstellen lGfit als:
. 0.5
(4.19) Elf(w)] = /_ P S = A
Dann heifft Sy () Spektralfenster des Spektralschitzers f (wk)- n

Fiir das Periodogramm ist das Spektralfenster Sy () mit dem Fejerkern Fy(\) iden-
tisch.
Der Erwartungswert eines direkten Spektralschétzers ist im folgenden Satz angegeben

(vgl. SCHLITTGEN/STREITBERG[1984, S. 291]):

Satz 4.2.2 (Erwartungswert direkter Spektralschditzer)
Sei fP (wi) ein direkter Spektralschitzer mit dem Glittungsfilter {gr}. Dann gilt an
den Fourierfrequenzen wy # 0.0, £0.5:

(4.20) E[fPw)] = /_ (;55 FO)Sn(wr — NdA,
mat:
(4.21) Sn(\) = _g g Fn(\ — %).

Das Phianomen, dafl der Schéitzwert eines Spektrums an einer bestimmten Frequenz w
auch durch Werte des Spektrums beeinflut wird, die an moglicherweise weit entfernten
Frequenzen liegen, wie es durch das Faltungsintegral (4.20) zum Ausdruck kommt, wird
Leakage genannt.

Das Spektralfenster direkter Spektralschitzer und damit deren Bias wird im wesentli-

chen von zwei Komponenten beeinflufit:
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(i) Uber den Fejerkern Fiy(w) iibertriigt sich der Bias des Periodogramms auf den
Schitzer fP (w). Dieser Effekt (,Periodogramm-Leakage®, | broad-band“- Bias)
ist darauf zuriickzufithren, daf§ nur eine endliche Zahl von Beobachtungen in
der Schétzung beriicksichtigt wird. Von dem gesamten stochastischen Prozef,
der ja grundsétzlich fiir alle ¢ € Z definiert ist, geht iiber ein Datenfenster
(Taper) mit rechteckiger Gestalt nur eine Teilmenge der moglichen Werte in
die Schéitzung ein. Eine Verminderung des ,,broad-band“-Bias kann dadurch
erreicht werden, dal der Rechteck-Taper durch einen geeigneteren Taper er-
setzt wird. DAHLHAUS[1983] verallgemeinert einige spektralanalytische Aussa-
gen auf Anwendungen mit (Nicht-Rechteck-)Datentapern. Bei der Anwendung
eines Tapers ist allerdings zu beriicksichtigen, daf§ die Verminderung des ,,broad-
band“-Bias grundsétzlich mit einem Anstieg der Varianz verbunden ist (vgl. z.B.
BRILLINGER[1975, S. 151]). Die Bestimmung eines optimalen Tapers kann wie-
derum mit objektiven Methoden anhand der gegebenen Daten erfolgen (vgl. HUR-
vICH[1988]). Im Rahmen dieser Arbeit wird auf die Anwendung von Datentapern

verzichtet.

(ii) Die Mittelung mit dem diskreten Periodogrammfenster {g, } iber benachbarte Pe-
riodogrammwerte verursacht bei nicht konstanter Spektraldichte ebenfalls einen
Bias (, Window-Leakage“, , narrow-band“- Bias). Diese Komponente kann durch

die Wahl der Filtergewichte {g,} beeinfluit werden.

Geht man von den asymptotischen Aussagen des Satzes 4.2.1 aus und minimiert fiir fest
vorgegebenes M = 2my +1 den Faktor >, 1<p, g% in (4.14) unter der Nebenbedingung

der asymptotischen Erwartungstreue, >, j<, g- = 1, so folgt aus dem Lagrangeansatz

(4.22) win£(g.A) = g'g — Mg'l — 1)
mit g = (Gompyy -+ ,90s--- gmy) und 1 = (1,... 1), daB fiir einen varianzminimalen

Schéatzer gelten mufl:

1
gr = i Vr.

Dieser Schéatzer mit gleichgewichtetem Glattungsfilter { g, } heiit direkter Daniell-Schétzer:

(4.23) fDan(wk):% % I(wir).

r=—mpy
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Die asymptotische Varianz des Daniell-Schétzers ergibt sich als

Varl P e)] = ).

Der Parameter M des Daniell-Schéatzers, entscheidet iiber die Giite der Schétzung:
Fir M = 1 bzw. my = 0 ergibt sich das Periodogramm, das aufgrund der hohen
Varianz instabil ist. Andererseits ist es mit dem Periodogramm mdoglich, unterschied-
liche Peaks im Spektrum zu lokalisieren, die einen Frequenzabstand von mindestens
1/N besitzen. Groflere Werte fiir M stabilisieren die Schitzung und reduzieren die
Varianz. Gleichzeitig verursacht die Glattung aber einen Bias, der das Auflosungs-
vermogen des Spektralschétzers herabsetzt, so dafl nur noch solche unterschiedlichen
Peaks differenziert werden kénnen, die einen Frequenzabstand von mindestens M/N
besitzen. Es bietet sich fiir den direkten Daniell-Schétzer an, das Auflosungsvermogen
bzw. den (,narrow-band“) Bias durch die sog. Bandbreite M/N zu messen, die angibt,
welcher Anteil der Fourierfrequenzen in die Schitzung eingeht. Der Trade-Off zwischen

Bandbreite und Varianz des direkten Daniell-Schitzers 148t sich darstellen als:

M 1 1
4.24 — X —f*(wr) = —
bzw.
(4.25) Bandbreite x Varianz = konstant.

Fiir gegebenen Stichprobenumfang N fiihrt eine Verminderung des Bias, was die Wahl
eines kleineren Wertes fiir M erforderlich macht, zwangsldufig zu einem Anstieg der
Varianz, und umgekehrt.

Da sich die Beziehung (4.25) auf analoge Weise auf alle Arten von Spektraldich-
teschatzungen iibertragen lafit, wird sie auch als Unschdarferelation der Spektralschditzung
bezeichnet.

Da sich Varianz und Bias nicht gleichzeitig minimieren lassen, mufl versucht werden,
M so festzulegen, dafl ein aggregiertes Kriterium, in das beide Grofien eingehen, wie

etwa der mittlere quadratische Fehler

MSE(M) = E [f(w) - fw)]” = Var [f(w)] + [E[fw)] - fw)]",
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minimiert wird. Unter der Annahme, dafl der optimale Gldttungsparameter M fiir jede
Frequenz w gleich ist, kann ein globales Kriterium, wie etwa der integrierte mittlere
quadratische Fehler

0.5

MISE(M) = / E[fw) - fw)] d,

—0.5
als Auswahlkriterium herangezogen werden. Ungliicklicherweise hdngen nicht nur die
beiden genannten Kriterien, sondern grundsétzlich jedes Auswahlkriterium von der
wahren aber unbekannten Spektraldichtefunktion f(w) ab. Eine Losung dieses Di-
lemmas bieten Verfahren, die es erlauben, mit Hilfe von datengestiitzten Kriterien
einen zumindest ,approximativ® optimalen Parameter M zu finden. In Kapitel 5 wird
gezeigt, dafl der integrierte quadratische Fehler (ISE) nicht notwendigerweise ein sinn-
volles Abstandsmaf fiir Spektren ist. Im allgemeinen wird ein Abstandsmafl aus der
in Kapitel 5 neu definierten Klasse der global korrigierten Diskrepanzmafe sinnvollere
Ergebnisse liefern. Theoretische Aussagen iiber statistische Eigenschaften von global
korrigierten Diskrepanzmaflen liegen allerdings noch nicht vor.

Wird kein Verfahren angewandt, um den Gldttungsparameter M anhand der vorlie-
genden Daten zu ermitteln, so ist man darauf angewiesen, durch Ausprobieren von ver-
schiedenen Werten von M eine akzeptable Spektralschéitzung zu ermitteln. Allerdings
ist der direkte Daniellschétzer aufgrund seiner einfachen Struktur als theoretischer
Referenzpunkt bedeutender als fiir praktische Spektraldichteschiatzungen. Die Gleich-
gewichtung der Werte an den Nachbarfrequenzen kann bei nicht konstant verlaufendem
Spektrum einen erheblichen Bias bewirken. Im allgemeinen sind Glattungsfilter, die
an den Réandern weniger stark gewichtet werden, vorzuziehen. BLOOMFIELD[1976, S.
173ff] verwendet z.B. modifizierte Daniell-Schétzer, die eine gerade Anzahl von Ge-
wichtungskoeffizienten besitzen, wobei die beiden duflersten Randgewichte die halbe
Gewichtung der inneren Gewichte bekommen. Dieser modifizierte Daniell-Schétzer
wird gegebenfalls mehrmals iterativ auf ein Periodogramm angewandt. Eine einfache
Alternative fiir praktische Anwendungen, insbesondere wenn interaktiv am Bildschirm
gearbeitet werden kann, ist wie folgt:

Man wihlt einen direkten Spektralschiitzer, z.B. den direkten von-Hann-Schiitzer!

'Wie TUKEY[1967, S. 27] berichtet, wurden diese Gewichte spontan von R. HAMMING fiir die
Glattung von Spektren vorgeschlagen. Sie sind auf den Gsterreichischen Meteorologen JULIUS VON
HANN zuriickzufiihren, der diese zur Datenglattung eingesetzt hatte. Da kein einheitlicher Sprach-
gebrauch besteht, werden in dieser Arbeit die Begriffe iterative Hanning-Schéitzung bzw. iterative

Hamming-Schitzung synonym gebraucht.
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{go e ={1/4,1/2,1/4}

und wendet diesen iterativ auf ein vorliegendes Periodogramm an.

Die Filtergewichte fiir den Hanning-Schétzer nach z.B. fiinf Iterationen ergeben sich

}Hann

als fiinffache Faltung von {g. mit sich selbst:

(426) {gr}Hann*{gr}Hann*{gr}Hann*{gr}Hann*{gr}Hann

B { 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 }
11024710247 10247 1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024 )

Bei dem Filter (4.26) handelt es sich nicht um Rechteck-Filter, vielmehr fillt er von
einem Maximum bei r = 0 zu den Réndern hin ab. Da es sich nicht um einen gleich-
gewichteten Filter handelt, ist es nicht ohne weiteres moglich, eine sinnvolle Grofie
fiir seine Bandweite anzugeben. Von den zahlreichen Moglichkeiten, Bandweiten fiir
beliebige Filter zu definieren (detailliert z.B. in PRIESTLEY([1981, S. 513ff]) wird hier
die einfachste Art gewahlt: Einem beliebigen direkten Spektralschétzer wird als sog.
dquivalente Bandweite (EBW) die Bandweite des direkten Daniell-Schétzers zugeord-
net, der die gleiche Varianz besitzt. Nach diesem Ansatz ergibt sich die dquivalente

Bandweite fiir einen beliebigen direkten Spektralschitzer f2(w) als:

1

(4.27) EBW [P (w)] = NS

Fiir den Filter (4.26) ergibt sich die dquivalente Bandbreite z.B. als 5.56/N.

Bei indirekten Spektralschétzern, die von einer Fouriertransformation der gewichteten
Autokovarianzfunktion ausgehen, wird die Vorgehensweise, dafl sukkzessiv verschiedene
Spektralschétzer eines Datensatzes mit immer kleiner werdender Bandweite betrach-
tet werden als ,,window-closing® bezeichnet. Dementsprechend kann die hier vorge-
schlagene Vorgehensweise fiir direkte Spektralschétzer als ,, window-opening“ bezeich-
net werden, da die Bandweite der Schétzung bei jeder Iteration zunimmt. Die Band-

weite wird bei der iterativen direkten Spektralschéitzung indirekt {iber die gewdéhlte
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Anzahl der Iterationen festgelegt. Im allgemeinen ist der Bestimmung einer ,,optima-
len“ Bandweite eine grofiere Bedeutung zuzumessen als der Auswahl eines moglichst
gut auf einen Anwendungsfall zugeschnittenen Gléattungsfilters bzw. Periodogramm-
fensters (, window-carpentry“). Bei einigen Anwendungen haben sich jedoch spezielle
Glattungsfilter als besonderes geeignet erwiesen: Die sog. Savitzky-Golay-Filter spielen
z.B. in der chemischen Spektroskopie eine wichtige Rolle (vgl. z.B. PRESS ET AL.[1992,
S. 6501t]).

Aus Satz 4.1.2 folgt, dal direkte Spektralschiitzer als gewichtete Summe von y? - ver-
teilten Zufallsvariablen interpretiert werden kénnen. Die Approximation von Erwar-
tungswert- und Varianz dieser gewichteten Summe durch das c-fache einer y2-verteilten
Zufallsvariable mit v Freiheitsgraden mit gleichem Erwartungswert und gleicher Vari-
anz fithrt iiber den Ansatz (vgl. z.B. BROCKWELL/DAVIS[1991, S. 362):

(4.28) cv = f(w) % Gr
(4.29) 2¢*y = f*(wy) Z 9

zu der approximativen Verteilung:

V]ED (Wk) )
4.30 ———~x, wkr#0.0,£0.5
(4.30) o)
wobei v berechnet wird als:
2
ZT—N—mN gr

Die Zahl v heifit d4quivalente Zahl von Freiheitsgraden (Equivalent Degrees of Freedom,
EDF).

Ein 100(1 — o) %-Konfidenzintervall fiir fD (wk) an einer Fourierfrequenz wy # 0.0, £0.5
148t sich damit angeben als (vgl. z.B. BROCKWELL/DAv1s[1991, S. 362]):

Xzzl a/2 Xzza/2

(4.32) Prob(f( )<f( k) < f( )>:1—a.
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Durch Logarithmieren von (4.32) ergeben sich die Grenzen des Konfidenzintervalls fiir

den Spektralschiitzer log fP(wy) als:

(4.33)  (log f” (wk) +log v — log X2 o5 10g f7 (wi) +log v — log X2 . o) -

In der logarithmierten Form (4.33) besitzen die Konfidenzintervalle, unabhéngig von
der Fourierfrequenz wy # 0.0, 40.5, die gleiche Lange, was fiir die Darstellung nach
(4.32) nicht gilt. Dies ist mit ein Grund, bei graphischen Darstellungen des geschétzten
Spektrums eine (halb)logarithmierte Form zu bevorzugen.

Bei praktischen Anwendungen wird das Periodogramm h&ufig mit Hilfe einer schnellen
Fouriertransformation (FFT) fir N > N berechnet, wobei N’ eine Potenz zur Basis
2 ist und die mittelwertbereinigten Originaldaten mit N — N Nullen erginzt werden
(Zero-Padding). Fiir die Schitzung ist allerdings nur die Zahl der Fourierfrequenzen
mafgeblich, die in die Mittelung eingehen, so dafl in diesem Fall die dquivalente Band-

breite korrigiert werden muf zu (vgl. SCHLITTGEN /STREITBERG[1984, S. 303]):

N’ 2
TN

r=—mpy 9r

(4.34) v
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4.3 Indirekte Spektralschitzer

Indirekte Spektralschétzer basieren auf einer geeignet gewichteten Autokovarianzfunk-
tion. Sie représentieren das traditionelle Standardinstrument der moderneren Spek-
tralanalyse. Dementsprechend umfangreich und differenziert erfolgte ihre Aufarbei-
tung in der Literatur. In dem hier gesetzten Rahmen beschrinkt sich die Darstel-
lung zunéchst auf die Angabe elementarer Figenschaften von allgemeinen indirekten
Spektralschéitzern, anschliefend werden einige Spektralschiatzer aus der Klasse der
indirekten Spektralschétzer mit Lagfenster in Skalenparameterform vorgestellt. Fiir
diese Klasse indirekter Spektralschétzer konnte PARZEN[1957] spezifische asymptoti-

sche Aussagen ableiten.

Def. 4.3.1 (Indirekte-Spektralschitzer)
Ein Spektralschdtzer der Form

~

T
fln (LU) — Z kT,T;yTe_i27TWT

(4.35) — /_ (:55 In(N) K (w — A)dA

mit kp, =0 firt>T,T < (N —1) sowie

T
KT()\) — Z kTﬂ_e—szm’

T==—T
heifit indirekter Spektralschdtzer mit dem Lagfenster {kr,}, dem Periodogrammfenster
Kr(\) und dem Stutzungspunkt (Truncation-Point) T'.

Wie das Faltungsintegral (4.35) zeigt, sind indirekte Spektralschétzer im Vergleich zu
direkten Spektralschéitzern kein grundsétzlich anderer Ansatz der Spektralschiatzung:
Das Ergebnis der indirekten Spektralschéitzung ergibt sich wieder als ein gewichte-
tes Mittel des Periodogramms. Die Gewichtungsfunktion ist allerdings diesmal das
(kontinuierliche) Periodogrammfenster? Kr()), das sich als Fouriertransformierte des

Lagfensters {kr .} ergibt.

2Der Begriff Periodogrammfenster wird hier in Abgrenzung zu dem Begriff Spektralfenster aus
der Definition 4.2.2 gebraucht. In der Literatur wird auch héufig der Begriff Spektralfenster fiir die

Fouriertransformierte des Lagfensters benutzt.
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Analog wie bei den direkten Spektralschiatzern ergeben sich konsistente Spektralschét-
zungen, wenn der Stutzungspunkt 7" in Abhéngigkeit vom Stichprobenumfang N so
festgelegt wird, daf gilt (vgl. z.B. PRIESTLEY[1981, S. 433]):

T—o00 und T/N —0 fir N — 0.

Viele der fiir die direkten Spektralschétzer getroffenen Aussagen lassen sich mit gerin-
gen Modifikationen iibertragen, indem indirekte Spektralschétzer durch direkte Spek-
tralschéitzer approximiert werden. Fiir die Approximation durch direkte Spektralschét-

zer ist es einfacher das Faltungsintegral (4.35) in dquivalenter Form darzustellen als:

. 0.5
(4.36) fiw) = / Kr(MI(w — N)dA.
—0.5
Approximiert man nun das Integral (4.36) durch eine Riemann-Summe mit AXA = 1/N,
dann gilt:
P 1 T T
4. n ~ K (w— —

d.h. die entsprechende approximative diskrete Gewichtsfunktion ergibt sich als:

1 r
= —Kp(—).
gr = 3 Er()

Mit Hilfe der Approximation durch direkte Spektralschétzer lassen sich u.a. die folgen-
den Aussagen ableiten (vgl. z.B. SCHLITTGEN/STREITBERG[1984, S. 314ff]):

Satz 4.3.1 (Asymptotische Eigenschaften indirekter Spektralschitzer)
Sei f"(w) ein indirekter Spektralschitzer mit dem Lagfenster {kr.,} und dem Periodo-

grammfenster Kp(X). Dann gilt an den Fourierfrequenzen wy, # 0.0, £0.5:

(4.38) Jim B[f(w)] = flw) [ Kr(3ax

-0.5

(4.39) Jim Var [ (w0)] = Py [ 0; K2(\)d).
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Die dquivalente Bandbreite fiir indirekte Spektralschétzer 148t sich definieren als:

Def. 4.3.2 (Aquivalente Bandbreite indirekter Schitzer)

Sei f1"(w) ein indirekter Spektralschitzer mit dem Periodogrammfenster Kr(X). Dann
heifst

1

4.40 FBW= —-—
(4.40) T RI () dA

iquivalente Bandbreite von f"(w) .

Selbstversténdlich gilt auch hier wieder die Unschérferelation der Spektralschétzung,

1
s K7 (A)dA

1 (0.5 1
2/, \ + K2 o2\

Py [, KENd = )5

d.h. das Produkt aus Bandweite und Varianz ist bei gegebenem Stichprobenumfang

N konstant.

Fiir die Analyse des Bias indirekter Spektralschéitzer ist die Betrachtung des Er-
wartungswertes bei endlichem Stichprobenumfang von Interesse (vgl. z.B. SCHLITT-
GEN/STREITBERG[1984, S. 305])):

Satz 4.3.2 (Erwartungswert indirekter Spektralschditzer)
Sei f1"(w) ein indirekter Spektralschitzer mit dem Periodogrammfenster Kr(X). Dann

gilt an den Fourierfrequenzen wy # 0.0 £0.5:

(4.41) E [ (wi)] = /_ 00'.55 FO)SN (wi — ),
mat:
(4.42) S (wp) = /_ (:55 Fy(O\) Kr(wy, — A)dA.

Das Spektralfenster indirekter Spektralschétzer ergibt sich also als Faltung des Fejer-

kerns Fi(-) mit dem Periodogrammfenster Kr(-).
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Die Problematik, ein geeignetes Lagfenster {kr,} zu ermitteln, so daf§ das korrespon-
dierende Periodogrammfenster und damit auch das Spektralfenster optimale“ Eigen-
schaften besitzt, ist in der Literatur sehr hiaufig aufgegriffen worden und hat, gegebe-
nenfalls unter Verwendung unterschiedlicher Optimalitétskriterien, zu einer sehr groflen
Zahl von im Detail verschiedenen Antworten gefithrt (vgl. z.B. PRIESTLEY[1981, S.
437, NEWTON[1988, S. 180ft]). Im weiteren beschrinkt sich die Darstellung deshalb
auf die Klasse der indirekten Spektralschétzer in Skalenparameterform, was einfachere

und speziellere Aussagen zulafit.

Fiir die Klasse der indirekten Spektralschétzer mit Lagfenstern in Skalenparameterform
entwickelte PARZEN[1957] eine spezifische asymptotische Theorie fiir Erwartungswert,
Varianz und mittleren quadratischen Fehler. Da so gut wie alle relevanten indirekten
Spektralschétzer zu dieser Klasse gehoren, werden die wesentlichen Aussagen hier kurz
skizziert. Die Ausfithrungen hier folgen im wesentlichen ANDERSON[1971, S. 522ff],
NEWTON[1988, S. 183ff] und PRIESTLEY [1981, S. 458ff].

Def. 4.3.3 (Lagfenster in Skalenparameterform)
FEin Lagfenster {kr,}, das sich darstellen lifit als:

(4.43) kr, = L(Z=) = L(u) mit T<(N-1)

heifst Lagfenster in Skalenparameterform mit dem Skalenparameter T. Die Funktion

L(u), wird als stetige Funktion interpretiert, fir die gelten soll:
(i) L(0) =1

(1) L(u) = L{~u)

(1ii) [ L3*(u)du < .

Die Funktion L(u) heifit Lagfenstergenerator.

Der Stutzungspunkt 7" wird hier als Skalenparameter interpretiert, der analog wie z.B.
die Standardabweichung in der Dichtefunktion der Normalverteilung, den Lagfensterge-
nerator weitet bzw. zusammenzieht. Fiir Lagfenstergeneratoren vom sog. ,,gestutzten®

Typ gilt L(u) =0 fir |u] > 1.
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Fiir Spektralschétzer auf der Grundlage von Lagfenstern in Skalenparameterform ist es
moglich, asymptotische Aussagen iiber Varianz und Bias der Schétzungen zu machen,
die an Kenngroéflen des zugehorigen Lagfenstergenerators und an ein Maf fiir die Glétte

der zugrundeliegenden Spektraldichte gekniipft sind.

Ein Lagfenstergenerator wird durch seinen charakteristischen Exponenten und seinen

charakteristischen Wert beschrieben:

Def. 4.3.4 (Charakteristischer Exponent und Wert)
Der charakteristische Exponent q eines Lagfenstergenerators L(u) ist der grifite ganz-
zahlige Wert ¢ > 0, so dafs

lim 1-L(u) — 1
u—0 |u|q
existiert und von Null verschieden ist.
Wenn der Grenzwert fiir alle ganzen Zahlen q endlich ist, dann wird der charakteristi-

sche Exponent gleich unendlich gesetzt.

L(u) 148t sich in der Ndhe von Null approximieren durch:
L(u) =1 —LDu).

Der charakteristische Exponent und der charakteristische Wert beschreiben die ,,Band-
weite“ eines Lagfenstergenerators. Je grofler ¢, um so langsamer fillt die Funktion
L(u) fir £ > 0 in der Umgebung von Null ab. Fiir gegebenes ¢ fillt £(u) um so
stéirker ab, je groBer £9 ist.

Eine in Hinblick auf die gewiinschten asymptotischen Aussagen erforderliche Charak-

terisierung der Gléatte einer Spektraldichte geschieht mit der folgenden Definition:

Def. 4.3.5 (p-Differenzierbarkeit)
Fine Spektraldichte f(w) heifit p-differenzierbar mit p beschrdnkten und stetigen Ablei-

tungen, wenn qilt:

[ee]

> TPhel < oo

T=—00

Die Funktion

fPw) = 32 [rPlyele 2

T=—00

heif verallgemeinerte p-te Ableitung von f(w). .
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Allgemein gilt fiir p > 0:
> Ihel <o = 3 bl <oo.
Mit den obigen Definitionen 148t sich unter anderem der folgende Satz fiir den asymp-

totischen mittleren quadratischen Fehler von indirekten Spektralschitzern in skalenpa-

rametrischer Form angeben (vgl. z.B. NEWTON[1986, S. 190ff]):

Satz 4.3.3 (Asymptotischer MSE indirekter Spektralschdtzer)

Sei (X1,...,Xn) eine Stichprobe eines stochastischen Prozesses mit der Spektraldichte
f(w). f(w) sei p-differenzierbar fir ein p > 1, L(u) sei ein Lagfenstergenerator mit
einem charakteristischen Exponenten ¢ > 0 mit p > q und dem charakteristischen Wert

LD, Fir den indirekten Spektralschitzer

fln Z E —z27rw7- T < (N o 1)

==T
werde T so gewdhlt, daff T — oo und T/N — 0 fiir N — oo. Dann gilt (mit weiteren
Regularititsbedingungen):

MSE(f"(w)) = Var[f"(w)] + [E[ff”w — f@)]’
T

(4.44) = ) [T L+ g (£ £9()"

Eine gleiche Konvergenzrate gegen Null fiir beide Terme erhdlt man, wenn T gewdhlt

wird als T = ¢NYRHD wobei ¢ eine beliebige Konstante ist. In diesem Fall gilt:

(145) Jim N/CDNSE(F () = ef*(w) [ Ludut 5 (£99())°

Zu den Annahmen und Aussagen von Satz 4.3.3 sind einige Erlduterungen erforderlich:

(i) Die Bedingung p > ¢ soll sicherstellen, dafl £(u) zumindest genauso schnell gegen

Null konvergiert, wie die Autokovarianzfunktion.

(ii) Das gegenldaufige Verhalten von Varianz und Bias kommt dadurch zum Ausdruck,
dafl der Skalenparameter 7" im Zéhler der Varianzkomponente und im Nenner des

quadrierten Bias erscheint.
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(ii) Mit T = eN'/ (24D konvergieren beide Terme des MSE gleichmifiig mit der Rate
N—24/2¢+1 gegen Null. Dies ist ein Hinweis darauf, dal Lagfenstergeneratoren
mit einem nicht zu kleinen charakteristischen Exponenten vorzuziehen sind. Es
kann selbstverstandlich nicht erwartet werden, daf§ fiir einen gegebenen endli-
chen Stichprobenumfang N durch Wahl eines Lagfenstergenerators mit grofiem
charakteristischen Exponenten ¢ die bei parametrischen Schitzungen mogliche
Konvergenzrate von N ! angeniihert werden kann. Die hauptsichlich angewand-
ten Lagfenstergeneratoren besitzen einen charakteristischen Exponenten ¢ = 2,

4/5

was einer Konvergenzrate von N~*° entspricht.

(iv) Betrachtet man Gleichung (4.45), dann beeinflufit bei gegebener Konstante ¢ und
gegebener Spektraldichte f(w) der gewéhlte Lagfenstergenerator die Varianzkom-
ponente des MSE durch den Faktor [*°_ £?(u)du und die Biaskomponente durch
den quadrierten charakteristischen Wert [£(@]2. Bei gleichem ¢ ist damit ein
Lagfenstergenerator £(-) einem anderen Lagfenstergenerator L. (-) vorzuziehen,

wenn gilt:

(4.46) /oo L3 (u)du < /_oo L3(u)du und [E(q)r < [Efkq)r.

—0o0

In Tabelle 4.1 sind einige Lagfenstergeneratoren mit ihren wichtigsten Kenngroflen dar-
gestellt. Neben den genannten asymptotischen Beurteilungskriterien gibt es ein weite-
res wichtiges Kriterium, bei dem gepriift wird, ob die Lagfenstergeneratoren tatsiachlich
immer positive Spektralschdtzungen liefern. Bei Lagfenstergeneratoren, deren zu-
gehoriges Periodogrammfenster in bestimmten Bereichen negative Werte annehmen
kann (z.B. Tukey-Hamming, Tukey-Hanning), ist dies nicht immer gew&hrleistet.
Vom Bartlett-Fenster wird abgeraten, da es mit einem charakteristischen Exponenten
von ¢ = 1 im allgemeinen schlechtere Konvergenzeigenschaften erwarten 1afit, als die
Lagfenstergeneratoren mit g = 2.

Fiir die Lagfenstergeneratoren mit gleichem charakteristischen Exponenten ¢ = 2 ist ein
Vergleich anhand ihrer Varianz- und Biasfaktoren, [*_ £2(u)du und [£@]?, anhand des
Kriteriums (4.46) moglich. Als wesentliche Aussage ergibt sich, dafl keiner der Lagfen-
stergeneratoren mit einem ¢ = 2 einem anderen sowohl beziiglich des Varianzfaktors als
auch beziiglich des Biasfaktors iiberlegen ist. Beriicksichtigt man allerdings das Kri-

terium, dafl die resultierenden Spektralschitzungen garantiert positiv sein sollen, so
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Lagfenstergeneratoren

Lagfenstergeneratoren vom gestutzten Typ, d.h. £(u) = 0 fiir |u| > 1

q % L3(u)du [E(q)} ?
Bartlett
L(u)=1—|ul 2/3 1
Tukey-Hamming
L(u) = 0.54 4 0.46 cos mu 0.795 5.15
Tukey-Hanning
L(u) = 0.5+ 0.5cos mu 0.75 6.09
Parzen
1 —6u® +6Jul®* |ul <0.5
L(u) = 0.539 36
2(1 — |ul)? 0.5 <ul <1
Lagfenstergenerator vom ungestutzten Typ
q 22 L2 (u)du [E(q)} ?
Bartlett-Priestley
L(u) = 3 (sin U cosmu) 1.2 0.97

- (7ru)2 U

Tabelle 4.1: Lagfenstergeneratoren: Varianz- und Biaskomponente




117

Lagfenstergeneratoren

EBW EDF

Bartlett | 3/(2T) 3N/T
Tukey-Hamming | 4/(3T) | 2.672N/T
Tukey-Hanning | 1.26/T | 2.52N/T
Parzen | 1.85/T | 3.71N/T

Bartlett-Priestley | 5/(6T) | 1.67TN/T

Tabelle 4.2: Lagfenstergeneratoren: EBW und EDF

konnen das Tukey-Hamming-Fenster und das Tukey-Hanning-Fenster aus der engeren
Wahl ausgeschlossen werden.

Konfidenzintervalle fiir indirekte Spektralschiitzer f"(wy) bzw. log fI"(wg) ergeben
sich analog wie bei den direkten Spektralschétzern (vgl. (4.32) und (4.33)). Die dqui-
valente Anzahl von Freiheitsgraden (EDF) ergibt sich fiir indirekte Spektralschétzer
mit Lagfenstern in Skalenparameterform als (vgl. z.B. PRIESTLEY[1981, S. 467]):

2N

(4.47) Y = T el

In Tabelle 4.2 sind dquivalente Bandbreite (EBW) und édquivalente Anzahl der Frei-
heitsgrade (EDF) fiir die Lagfenstergeneratoren aus Tabelle (4.1) zusammengefaflt.

Wie sich gezeigt hat, ist es aufgrund von Entscheidungskriterien, die sich hauptséchlich
auf asymptotisch giiltige Aussagen stiitzen, kaum moglich, die grundsétzliche Uberle-
genheit eines bestimmten Fensters zu belegen. Dies unterstreicht vom theoretischen
Standpunkt, die durch praktische Beispiele belegte Ansicht von JENKINS/ WATTS[1968,
S. 272ff], dafl das Problem der Wahl eines speziellen Lagfensters im Vergleich zu dem
Problem einen geeigneten Wert fiir den Stutzungspunkt 7' festzulegen, von unterge-
ordneter Bedeutung ist. Fiir die weitere Uberpriifung, inwieweit fiir indirekte Spek-
tralschéitzer ein geeigneter Stutzungspunkt nach objektiven Kriterien aus den Daten

ermittelt werden kann, wird sich die Arbeit auf den Parzen-Schétzer beschrinken.



Kapitel 5

Diskrepanzmaifle fiir
Spektraldichtefunktionen

Bei Simulationsversuchen, sowohl mit nichtparametrischen als auch mit parametri-
schen Spektralschétzern, tritt das Problem auf, daf§ die zur Ergénzung der graphi-
schen Darstellungen herangezogenen iiblichen mathematisch-statistischen Fehlerkrite-
rien (Diskrepanzen, Pseudo-Distanzen) unplausible Aussagen liefern. Ein Vergleich
zweier nichtparametrischer Schéitzer an Hand dieser Fehlerkriterien ergibt z.B., dafl
die visuell wahrnehmbaren Unterschiede zwischen den alternativen Schétzverfahren
nur unzureichend quantitativ wiedergegeben werden. Bei den autoregressiven Spek-
tralschitzern sind diese Fehlerkriterien nicht dazu geeignet, eine aus spektralanalyti-
scher Sicht akzeptable Rangfolge fiir Schitzer mit vollig unterschiedlichem Auflosungs-
vermdogen festzulegen.

Da ein aussagefahiger quantitativer Vergleich von Spektraldichtefunktionen einen ho-
hen methodischen Stellenwert besitzt, erfolgt in diesem Abschnitt zunéchst eine Evalu-
ierung der geldufigsten Fehlerkriterien: Ein Vergleich zweier nichtparametrischer Spek-
tralschitzer anhand der Realisation eines AR(2)-Prozesses soll die Grundproblematik
verdeutlichen. Um die Wahl eines geeigneten Fehlerkriteriums méglichst allgemein und
unabhéngig von einem Schétzproblem analysieren zu kénnen, erfolgt dann eine Diskus-
sion des Problems anhand theoretischer Spektraldichtefunktionen. Bei der Auswahl der
theoretischen Spektraldichtefunktionen werden allerdings Eigenschaften von verschie-
denen autoregressiven Spektralschétzern bei kleinen Stichprobenumféingen beriicksich-
tigt. Die vorgegebenen theoretischen Spektraldichten sind damit typisch fiir die Pro-

bleme, wie sie bei der Evaluierung hochauflosender Spektralschéitzer auftreten konnen.

118



119

Ferner kann eine Differenzierung zwischen Problemen, die in den Fehlerkriterien selbst
begriindet sind und Problemen, die ihre Ursache in den numerischen Integrationsver-
fahren haben, nur anhand eines Vergleichs von theoretischen Spektraldichten erfolgen:
Da hierzu die Fehlerkriterien als numerische Funktionen implementiert werden miissen,
ist es erforderlich, dal die zu vergleichenden Funktionen in ihrer theoretischen Form
bekannt sind.

Nachdem mit Hilfe der Beispiele verdeutlicht wurde, dafl die gdngigen Fehlerkriterien
im allgemeinen keine sinnvollen spektralanalytischen Aussagen liefern, wird als generel-
ler Losungsansatz die Klasse der global korrigierten Diskrepanzmafle empfohlen. Zur
Evaluierung der im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Simulationen wird aus der
Klasse der global korrigierten Diskrepanzmafle ein Mafl herangezogen, das besonderes
geeignet erscheint, die visuell wahrnehmbaren Unterschiede zwischen zwei Spektren zu

beschreiben.

5.1 Evaluierung klassischer Diskrepanzmafle

Grundlage eines quantitativen Vergleichs von Spektraldichten sind Diskrepanzmafle
d(f,g) die angeben, wie gut eine Spektraldichte f = f(w) durch eine andere Spektral-
dichte g = g(w) approximiert wird. Der Begriff Diskrepanzmafl wird in Anlehnung an
LINHART/ZUCCHINI[1986, S. 11-12] mit der Absicht verwandt, die hier verwendeten
Fehlerkriterien von den in der Analysis gebrauchlichen Distanzmaflen abzugrenzen, die
stiarkere metrische Eigenschaften besitzen.

Handelt es sich bei der approximierenden Spektraldichte g um eine Schétzung f = f (w)
der Spektraldichte f, so sind geeignete Diskrepanzmafle in mehrfacher Hinsicht von Be-
deutung. Sie sind erforderlich, um theoretische Aussagen iiber die Giite des Schétzers
f abzuleiten. Weiterhin kann mit Hilfe von Simulationen die Beurteilung der Giite
einer Spektralschitzung f (w) z.B. dadurch erfolgen, daf fiir ein geeignetes Diskre-
panzmafl d( 1 f) der Erwartungswert von d( 1, f) als Mittelwert aus einer hinreichend
grofien Zahl von Realisationen des gewahlten Diskrepanzmafes d( i f ) geschétzt wird.
Dariiberhinaus sind Diskrepanzmafle d( f , f) der Ausgangspunkt, um Modellselektions-
kriterien abzuleiten, mit deren Hilfe es moglich ist, ansonsten subjektiv vorzugebende
Groflen fiir Spektralschétzverfahren anhand vorgegebener Daten zu ermitteln (vgl. z.B.
HurvicH[1985]).

Die Eigenschaften von Diskrepanzmaflen fiir schwach stationére stochastische Prozesse
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im Zeit- oder Frequenzbereich werden seit langem in der Literatur, haufig auch unter
Beriicksichtigung von informationstheoretischen Maflen, diskutiert. Ohne Anspruch auf
Vollstandigkeit sei z.B. auf die folgenden Arbeiten verwiesen: KAILATH[1967], ITAKU-
RA/SAITO[1970], GRAY/MARKEL[1976], GERSCH ET AL.[1979], KAZAKOS/PAPAN-
TONI-KAZAKOS[1980], GRAY ET AL.[1980], SUGIMOTO/WADA[1988], EPHRAIM /LEV-
AR1/GRAY[1988]|, SOONG/SONDHI[1988], BASSEVILLE[1989], JONES/BYRNE[1990],
PARZEN[1982, 1983, 1992]|. Eine ausfiihrliche Diskussion dieses aktuellen Forschungs-
gebietes kann im Rahmen dieser Arbeit nicht erfolgen, die Darstellung beschrankt sich
deshalb auf eine Evaluierung der bekanntesten Kriterien.

Sinnvolle Diskrepanzmafle d(g, f) fiir den Vergleich theoretischer Spektraldichten lassen

sich durch die folgenden Bedingungen charakterisieren:

Def. 5.1.1 (Diskrepanzmajse)
Seien f, g Spektraldichtefunktionen. Dann gilt fir ein Diskrepanzmafs d(f, g):

(¢) d(f,g9)=0

(i) d(f,9) =0 f=y

(5.1)

|
Als Diskrepanz- bzw. FehlermaBe fiir zwei Spektraldichten f(w) und g(w) auf dem
Intervall [a, b] mit —0.5 < a < b < 0.5 kénnen u.a. die folgenden Groflen herangezogen
werden (vgl. z.B. BASSEVILLE[1989)):

(Integrierter absoluter Fehler, IAE )

5.2 0(F.9) = [ 1o f() ~ log g(w)
(Integrierter quadratischer Fehler, ISE)

5.3 B(f.9) = [ llog f() ~ log gl

(Maximaler absoluter Fehler, MAE)

(5.4) doo(f, 9) = max|log f(w) — log g(w)].

(Kullback-Leibler-Informations-Kriterium, KLIC )

(5.5) dicr(f,9) = KLIC(f, ) = %/b [% - ln% 1| dw.
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Das Kullback-Leibler-Informationskriterium war in Abschnitt 2.6 diskutiert und ab-
geleitet worden. In der ingenieurwissenschaftlichen Literatur erscheint das Kullback-
Leibler-Informationskriterium, multipliziert mit dem Faktor zwei, sehr haufig unter
dem Begriff Itakura-Saito-Distanz (vgl. z.B. ITAKURA /SAITO[1970], BASSEVILLE[1989)]).
Bei der Erorterung von theoretischen Schétzeigenschaften wird u.a. auch das folgende

Diskrepanzmaf herangezogen (vgl. z.B. SHIBATA[1981]):

(Integrierter relativer quadratischer Fehler, ISER)

] v

Fiir den integrierten absoluten Fehler und den integrierten quadratischen Fehler geben

(56) donlf.0) = [

a

KOOPERBERG /STONE[1991] ein Beispiel aus dem Bereich der gewohnlichen nichtpa-
rametrischen Dichteschétzung, das die mangelhafte Wiedergabe von visuell auffilligen

Unterschieden zwischen Dichtefunktionen bei Anwendung dieser Fehlerkriterien belegt.

Zur Berechnung der in (5.2), (5.3), (5.5) und (5.6) auftretenden Integrale werden diese
tiblicherweise durch Riemannsummen approximiert (vgl. z.B. HURVICH[1985], MAR-
KEL/GRAY[1976, S. 238]), so dal z.B. der integrierte quadratische Fehler berechnet

wird als:
—a No,
(5.7) dao(g, f) = —— > _[log g(w;) — log f(w;)]’,
wooj=1

wobei N, geeignet festzulegen ist.
Zunéchst werden zwei nichtparametrische Schétzungen fiir eine Realisation des AR(2)-

Prozesses
(1—0.2e"™1L)(1—0.2e7 ™ L)X, = 1-0.32361X,_ 1 +0.04X; 2 =€ & ~ WN(0,1)

graphisch mit dem wahren Spektrum verglichen (vgl. Abbildung 5.1). Die Giite der
beiden Approximationen wird anhand der Diskrepanzen (5.2), (5.3), (5.4), (5.5), (5.6)
in Tabelle 5.1 bewertet. Wie der graphische Vergleich zeigt, ist die Approximation
des wahren Spektrums durch den Daniellschétzer (B = 57) bzw. durch den Par-
zenschitzer (T = 7) in qualitativer Hinsicht hochst unterschiedlich: Wihrend der
Parzenschétzer eine glatte Approximation des wahren Spektrums liefert, ist der Ver-

lauf des Daniellschétzers hochst unruhig, im Frequenzbereich 0.35 < w < 0.5 weist
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Log-Spektrum

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Frequenz (w)
Abb. 5.1: Vergleich: Direkter Daniellschitzer (B=57) und Parzenschiitzer (T=7)

der Daniellschitzer sogar zwei mehr oder weniger ausgeprigte breite Peaks auf und
vermittelt dadurch den Eindruck, dafl der datenerzeugende Prozef relevante hochfre-
quente Schwingungskomponenten besitzt. Im Frequenzbereich 0.3 < w < 0.5 besitzen
beide Schétzer einen erheblichen Bias. Aus spektralanalytischer Sicht ist die glatte
Approximation durch den Parzenschétzer der rauhen und unruhigen Approximation
durch den Daniellschétzer vorzuziehen. Wie Tabelle 5.1 zu entnehmen ist, ergibt sich
anhand der Diskrepanzen allerdings durchgéngig eine gegenteilige Aussage: Der Par-
zenschéitzer weist beziiglich aller Kriterien den grofleren Fehler auf. Damit ist fiir ein
Beispiel gezeigt, dafl die gingigen Diskrepanzen bei einem Vergleich qualitativ verschie-
dener Schétzungen Aussagen liefern konnen, die mit einer graphischen Interpretation
der Schétzergebnisse nicht zu vereinbaren sind.

Bei der Bewertung der Fehlerintegrale war jeweils eine Approximation durch Riemann-
summen (vgl. Gleichung (5.7)) verwandt worden. Somit kann nicht ausgeschlossen
werden, dafl die von der graphischen Interpretation abweichenden Ergebnisse der Dis-

krepanzen nicht lediglich auf numerische Fehler zuriickzufiihren sind. Im folgenden soll
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N, =129 | Parzen (T'=7) | Daniell (B = 57)
[AE 0.03471 0.03260
ISE 0.00389 0.00379
MAE 0.18703 0.18523
KLIC 0.00933 0.00910
ISER 0.02883 0.02808

Tabelle 5.1: Diskrepanzvergleich: Daniell- und Parzenschéitzung

deshalb anhand von Beispielen mit theoretischen Spektraldichten und unter Beriick-
sichtigung von moglichen numerischen Fehlern gezeigt werden, dafl im allgemeinen
keines der angegebenen Kriterien ein zufriedenstellendes Diskrepanzmaf fiir Spektral-
dichtefunktionen ist. Hierzu wird zunéchst eine Referenzspektraldichte fy mit vier
weiteren approximierenden Spektraldichten fi,... , f4 paarweise anhand der oben vor-
gestellten Kriterien verglichen. Fiir jedes Kriterium wird eine Rangfolge der am besten
approximierenden Spektraldichten ermittelt. Zur Beurteilung der ermittelten Rangfol-
gen wird eine Referenzrangfolge vorgegeben, die anhand eines graphischen Vergleiches

nach spektralanalytischen Gesichtspunkten festgelegt wird.
Alle Spektraldichten fo, . .. fs werden anhand reeller AR(8)-Prozesse {Xo}, ..., {Xu:}

mit

8
P (L) Xpr = 1+ G L) Xiy = s €xp ~ WN(0,1) k=0,...,4

J=1

konstruiert, wobei fiir die charakteristischen Polynome der Filter ¢*)(L),

8
oW () = [[(0 =227, k=0,... .4

j=1

unterschiedliche Wurzeln z;; vorgeben werden (in Klammern sind kennzeichnende

Kurzbezeichnungen beigefiigt) :
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(Referenz)
(5.8) 09() = (
(
(
(
(Sub-Peak)
(5.9) oW(z) = (
(
(
(
(Cross-Peak)
(5.10) 0P(z) =
(Bias-Two-Peak)
(5.11) sO() —
(Bias-Four-Peak)
(5.12) J(z) —

1 — 0‘9996i27r0.1252—1
1 — 0‘9996i27r0.1352—1
1 — 0‘9996i27r0.1452—1

1 — 0‘9996i27r0.1552—1

)
)
)
)

1 — 0.975¢2m0125 ;= 1y(
1 — 0.965¢2m0-135 ;= 1y(
1 — 0.965¢"™145271)(

)

1 — 0.975€Z’2ﬂ—0'1552_1

(1 — 0.985e2m0-130 1) (1 —
(1 — 0.984e2m™0-137 =1y (1 —
(1 — 0.984¢2m0-143 71y (1 —
(1 — 0.985e2m0-152,71) (1 —

(1 _ 0‘9706i27r0.1252—1)(1
(1 . 0‘9996i27r0.137z—1)(1
(1 _ 0‘9996Z’27r0.147z—1)(1
(1 _ 0‘9706Z’27r0.1552—1)(1
1 —0.999¢7122271)(1

( )
(1 — 0.999¢2m-137 1) (
(1 — 0.999¢2m-149 1) (
( )

1 — 0.999¢2m0-161 =1y (1

1 — 0.9996_&7‘—0'1252_1
1 — 0.9996_&7‘—0'1352_1
1 — 0.9996_&7‘—0'1452_1

1 — 0.9996_&7‘—0'1552_1

_ 0.9706_&7‘—0'1252_1
. 0.9996_&7‘—0'1372_1
o 0.9996_&7‘—0'1472_1

. 0‘9706—i27r0.1552—1

)
)
)
)

1 — 0.975¢~ 270125 .~ 1y
1 — 0.965¢ 270135 =1y
1 —0.965¢~2m142271)

)

1 — 0.9756_&7‘—0'1552_1

0.9856_&7‘—0'1302_1
0.9846_&7‘—0'1372_1

0.9846_&7‘—0'1432_1

)
)
)
)

0.985€_i27r0'1522_1

)
)
)
)

_ 0.9996_i27r0'1252_1)
1 — 0.999¢ 270137~ 1)
1 — 0.999¢2m0-149 =1y

)

. 0.9996_i27r0'1612_1 ]
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Die Spektraldichten fy, ..., f; werden berechnet als:

0.2

(5.13) i) = 15 o =L we [0.0,0.5].
1= B

Da die Spektraldichten iiber AR(8)-Prozesse festgelegt werden, ist zusétzlich ein Ver-

gleich im Zeitbereich moglich.

Zunéchst wird die Referenzrangfolge anhand der Abbildungen 5.2 (a) - (d) bestimmt,
in denen jeweils die Referenzspektraldichte fy zusammen mit einer der approximie-
renden Spektraldichten fi, (k = 1,...,4) dargestellt ist. Die Spektraldichten wurden
so gewahlt, dafl sie an den Flanken weitgehend iibereinstimmen. Wesentliche Unter-
schiede befinden sich im Peak-Bereich, der in etwa das Frequenzband 0.12 < w < 0.16
umfaft.

Hauptkriterium zur Festlegung der Referenzrangfolge ist die Anzahl der iibereinstim-
menden Peaks, wobei kleinere Abweichungen beziiglich der Lokalisation der Peaks als
nicht wesentlich eingestuft werden. Unter dieser Pramisse kann den Abbildungen 5.2
(a) - (d) entnommen werden, dafi die Approximation der Spektraldichte f, durch die
Spektraldichten fx mit zunehmenden Index k£ = 1,2, 3,4 immer besser wird: Die Spek-
traldichte f; (Sub-Peak) besitzt lediglich einen breiten Peak, dessen Niveau weit un-
terhalb der entsprechenden Werte der Referenzspektraldichte liegt. Die Spektraldichte
fa (Cross-Peak) erreicht mit einem breiten Peak zwar in etwa das Niveau der Referenz-
spektraldichte, visuell (als auch numerisch) ist jedoch nur ein Peak feststellbar. Bei der
Spektraldichte f; (Bias-Two-Peak) sind zwei Peaks klar unterscheidbar, allerdings sind
diese im Vergleich zur Referenzspektraldichte leicht nach rechts versetzt. Die Spektral-
dichte fy (Bias-Four-Peak) entspricht der Form nach weitgehend der Referenzspektral-
dichte, allerdings sind drei der vier Peaks leicht nach rechts unten verschoben. Somit
ergibt sich anhand der graphischen Darstellungen aus spektralanalytischer Sicht die in
Tabelle 5.2 dargestellte Referenzrangfolge fiir die Approximationsgiite des Prozesses

{Xo,:} bzw. der Spektraldichte fo durch die Prozesse { X} bzw. die Spektraldichten
fo(k=1,....,4).

Um numerische Fehler weitgehend auszuschlieflen, wurden fiir N, = 128, 256, 512, 1024
Kontrollrechnungen mit Hilfe der genaueren Gauss-Legendre-Quadratur durchgefiihrt.
Hierzu wurde die Routine intquadl aus GAUSS 3.0 verwandt, wobei das Intervall
[0.0,0.5] in (N, — 1) gleich lange Teilintervalle zerlegt wurde und fiir jedes Teilin-

tervall eine Gauss-Legendre-Quadratur vierter Ordnung berechnet wurde. Verfahren
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ProzeB, Spektraldichte Referenzrang
Sub-Peak {Xi.}, fi (4)
Cross-Peak  {Xa:}, fo (3)
Two-Peak {X3:}, f3 (2)
Bias-Four-Peak {X,,;}, f1 (1)

Tabelle 5.2: Referenzrangfolge der AR(8)-Prozesse/Spektraldichten

der numerischen Integration mit Beriicksichtigung der Gauss-Legendre-Quadratur sind
z.B. in PRESS ET AL. [1992, S. 129ff] dargestellt. Sowohl fiir den integrierten absolu-
ten Fehler (IAE) als auch fiir den integrierten quadratischen Fehler (ISE) konnten fiir
N, = 512 auch bei den hier zugrundegelegten Spektraldichten mit ausgepriagten Peaks
hinreichend genaue Ergebnisse erzielt werden; bei dem Kullback-Leibler-Informations-
Kriterium (KLIC), in das auch die nicht logarithmierten Spektren eingehen, mufte
die Anzahl der Frequenzpunkte auf N,, = 1024 erhoht werden (vgl. Tabelle 5.4). Der
integrierte relative quadratische Fehler (ISER) erwies sich als numerisch instabil und

wurde deshalb nicht weiter beriicksichtigt.

Bereits eine Betrachtung im Zeitbereich, wobei lediglich die aufsummierten, quadrier-
ten Koeffizientenabstéinde Z?Zl(@m — ¢o,j)* als Diskrepanzmaf} herangezogen werden,
ergibt Abweichungen von der als spektralanalytisch sinnvoll ermittelten Referenzrang-
folge (vgl. Tabelle 5.3): Wihrend der Bias-Four-Peak-Proze {X,;} und der Sub-
Peak-Prozel { X ;} korrekt als bester bzw. schlechtester approximierender Prozef} ein-
gestuft werden, wird fiir den eingipfeligen Cross-Peak-Prozefl {Xs,} ein deutlich gerin-
gerer quadrierter Koeffizientenabstand ausgewiesen als fiir den Bias-Two-Peak-Prozef3
{ X5}

Noch weitaus weniger akzeptabel sind die Ergebnisse der Fehlerkriterien dy(fo, fx)
(IAE), da(fo, fr) (ISE) und dw(fo, fr) (MAE) im Spektralbereich (vgl. Tabelle 5.4):
Die Spektraldichte f, des Bias-Four-Peak-Prozesses wird sowohl nach dem integrier-
ten absoluten Fehler (IAE) als auch nach dem integrierten quadratischen Fehler (ISE)
mit jeweils Rang (4) als schlechteste Approximation eingestuft, die Bewertung nach
dem maximalen absoluten Fehler ergibt den zweitschlechtesten Rang (3). Ein besse-
res Ergebnis erzielt das Kullback-Leibler-Informationskriterium (KLIC), lediglich die

Approximation durch das Cross-Peak-Spektrum fy; wird besser als die Approximation
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(a) Referenz- und Sub-Peak-Spektrum

12

10

Log-Spektrum

— fo(w): Referenz
--------- f1(w): Sub-Peak

—6 | | | |
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Frequenz (w)

(b) Referenz- und Cross-Peak-Spektrum

12

10

Log-Spektrum

— fo(w): Referenz
......... f2(w): Cross-Peak

_6 | | | |
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Frequenz (w)

Abb. 5.2: Vergleich von Spektraldichten, siehe Angaben in Tabelle (5.4).
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(¢) Referenz- und Bias-Two-Peak-Spektrum

12

10

Log-Spektrum

— fo(w): Referenz
--------- f3(w): Bias-Two-Peak

—6 | | | |
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Frequenz (w)

(d) Referenzspektrum und Bias-Four-Peak-Spektrum

12

10

Log-Spektrum

— fo(w): Referenz
......... fa(w): Bias-Four-Peak

—6 | | | |
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Frequenz (w)

Abb. 5.2: (Fortsetzung) Vergleich von Spektraldichten, siche Angaben in Tabelle (5.4).
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Diskrepanzmafl - Zeitbereich

51 (fry — ¢0,)° Rang
Sub-Peak {Xi.} 30.08554 (4)
Cross-Peak {Xz:} 8.71211 (2)
Two-Peak {X3,} 11.37324 (3)
Bias-Four-Peak {Xj.} 3.77941 (1)

Tabelle 5.3: Diskrepanzvergleich, AR(8)-Prozessen im Zeitbereich

durch das Bias-Four-Peak-Spektrum f; eingestuft.

Nach allen vier Kriterien wird die Spektraldichte fo des Cross-Peak-Prozesses als die

beste approximierende Spektraldichte eingestuft.

Der erhebliche Unterschied zwischen der spektralanalytisch sinnvollen Referenzrang-
folge und den mit Hilfe der Diskrepanzmafle ermittelten Rangfolgen 148t sich dadurch
erkldaren, dafl alle Diskrepanzmafle grundsétzlich durch lokale paarweise Punktverglei-
che definiert sind, wihrend bei der vergleichenden visuellen Analyse die globale Ahn-
lichkeitsstruktur der Spektraldichten erfafit wird, wobei kleine lokale Abweichungen so
gut wie keine Rolle spielen. Die Diskrepanzmafle konnen einerseits als zu exakt in dem
Sinne bezeichnet werden, daf§ unbedeutende lokale Abweichungen ein viel zu grofles
Gewicht beigemessen wird. So ist die Verschiebung eines Peaks um einen geringen
Betrag Aw entlang der Frequenzachse spektralanalytisch akzeptabler, als diesen Peak
gar nicht auszuweisen. Andererseits sind Diskrepanzmafle gleichzeitig insofern zu un-
genau, als wichtige Information iiber die gemeinsame globale Struktur zweier Spektren
zuwenig beriicksichtigt wird. Es ist z.B. von Bedeutung ob zwei Spektraldichten die
gleiche Anzahl von Peaks besitzen. Der Kern des Problems besteht somit darin, dafl
Diskrepanzmafle nur eine Teilmenge der verfiigharen Information fiir den Vergleich der
Spektraldichten nutzen und dafl diese Teilinformation spektralanalytisch nur bedingt

aussagefahig ist.

BANDEMER/GOTTWALD[1993, S. 213ff] verweisen mit weiteren Literaturangaben auf
dhnlich gelagerte Probleme bei spektralanalytischen Anwendungen in der Qualitéts-
kontrolle, wo ein Referenzspektrum mit einem gemessenen Kontrollspektrum zu ver-
gleichen ist. Sie stellen einen Losungansatz vor, bei dem die Peaks eines Spektrums mit

Hilfe von unscharfen Mengen (fuzzy sets) abgebildet werden. Der Grundansatz hierzu
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Diskrepanzmafe - Frequenzbereich

IAE (N, = 512)
(Riemann) (Gauss-Legendre)

dl(fO?fk) Rang dl(fO?fk) Rang
Sub-Peak f; 0.08430 (3) 0.08423 (3)

Cross-Peak  fo | 0.05252 (1) 0.05268 (1)
Bias-Two-Peak f3 0.06253 (2) 0.06227 (2)
Bias-Four-Peak f, | 0.09699 (4) 0.09671 (4)

ISE (N, = 512)
(Riemann) (Gauss-Legendre)

QU

2(f0>fk) Rang d2(f0>fk) Rang
Sub-Peak f; 0.06432 (3) 0.06339 (3)

Cross-Peak fo | 0.03507 (1) 0.03531 (1)
Bias-Two-Peak f3 0.04785 (2) 0.04632 (2)
Bias-Four-Peak fy | 0.07426 (4) 0.07419 (4)

MAE (N, = 512)
doo(fo fr) Rang
Sub-Peak f; 3.19085 (4)
Cross-Peak  fo 2.48719 (1)
Two-Peak f3 2.52999 (2)
Bias-Four-Peak f 2.72017 (3)
KLIC (N, = 1024)
(Riemann) (Gauss-Legendre)

drr(fo, fx) Rang drr(fo, fr) Rang
Sub-Peak fi | 219682  (4) 223915  (4)
Cross-Peak fo | 0.81018 (1) 0.80624 (1)
Bias-Two-Peak f3 1.12922 (3) 1.11911 (3)
Bias-Four-Peak f, | 1.01950 (2) 1.04696 (2)

Tabelle 5.4:  Vergleich von AR(8)-Prozessen im Frequenzbereich mit verschiedenen Diskre-
panzmafen
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geht auf BLAFFERT([1984] zuriick, der vor dem Hintergrund spektrometrischer Anwen-
dungen in der Chemie ein Mustererkennungsverfahren zum Vergleich von gemessenen
Spektren mit Referenzspektren aus einer Spektraldatenbank entwickelt hat.

Diese Beispiele machen deutlich, dafl die in diesem Abschnitt angesprochenen Probleme
bei praktischen Anwendungen besonders dann relevant sind, wenn Standardverfahren
zur Auswertung von Massendaten verwendet werden. Da die Darstellung des theore-
tischen Hintergrundes von unscharfen Mengen den hier gesetzten Rahmen bei weitem

tiberschreiten wiirde, wird diesem Ansatz nicht gefolgt.

5.2 Global korrigierte Diskrepanzmafle

Der folgende Losungsvorschlag hélt grundsétzlich an den Diskrepanzmaflen fest, wo-
bei aber durch eine Gewichtung mit geeigneten globalen Maflen versucht wird, die zu
strenge lokale Exaktheit der Diskrepanzmafle zu korrigieren.

Hierzu werden zunichst Mafie benétigt, die die Ahnlichkeit von Spektraldichten be-
schreiben. Um die Vorgehensweise in Analogie zu den Diskrepanzmaflen zu entwickeln,
werden Dissimilaritdtsmafle (Undhnlichkeitsmafe) eingefiihrt. Fiir Dissimilaritétsmafie

sollen die Eigenschaften der Definition 5.1.1 in abgeschwéchter Form gelten:

Def. 5.2.1 (Dissimilarititsmafe)
Seien f und g Spektraldichtefunktionen. Dann gilt fir ein Dissimilarititsmaf ds(f, g):

() ds(f,g) >0

(i) f=g=ds(f,g)=0

(5.14)

Es existieren zahlreiche Moglichkeiten, sinnvolle Dissimilaritdtsmafe fiir Spektraldich-
tefunktionen zu definieren. Da hier Dissimilaritdtsmafle in Ergénzung bzw. als Kor-
rektur zu den lokal orientierten Diskrepanzmaflen herangezogen werden sollen, liegt es
nahe, globale Dissimilaritdtsmafle zu betrachten oder genauer, Baustein fiir diese Dissi-
milaritdtsmafle sollen deskriptive Kenngrofien sein, die einer logarithmierten Spektral-
dichtefunktionen in einem Intervall [a, b] mit —0.5 < a < b < 0.5 eine (nicht-negative)

reelle Zahl zuordnen. Globale Dissimilaritdtsmafle vergleichen also bereits aggregierte
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Informationen der einzelnen Spektraldichten. In Frage kommen z.B. die Anzahl der
Peaks oder auch Streuungsmafle wie Varianz bzw. Variationskoeffizient. Die Betrach-
tung hier beschrankt sich auf Dissimilaritdtsmafle, die auf den ersten und zweiten
Differenzen der diskretisierten Spektraldichten beruhen und somit Informationen iiber
das Steigungs- bzw. Kriimmungsverhalten zum Vergleich der Spektraldichten mit her-
anziehen.

Hierzu werden die Spektraldichten diskret an N, dquidistanten Frequenzpunkten w;
im Intervall [a,b] mit —0.5 < a < b < 0.5 gemessen.

Die ersten und zweiten Differenzen einer diskretisierten, logarithmierten Spektraldichte

log g(w;) ergeben sich als:

Alog g(w;) = (1 — L)log g(w;) = log g(w;) —log g(wj—1) j=2,...N,

A?log g(w;) = (1—L)*log g(w;) = log g(w;) —2log g(w;—1) +log g(wj—2) j=3,...N,.

Es kann davon ausgegangen werden, dafl diese Grofien sich sehr gut fiir eine Quantifi-
zierung der visuellen Charakteristika von Spektraldichten eignen. Dissimilaritdtsmafe,
die eine globale Aussage iiber das unterschiedliche Steigungs- bzw. Kriimmungsverhal-

ten der Spektraldichten machen, lassen sich z.B. formulieren als:

N,

> [Alog glwy)]
(5.15) dsalo. /) = | &, -1

> A log f(wy)|

J=2

und

(5.16) dspe(g. f) = | & —1

Da die Dissimilaritdten hier im wesentlichen als Hilfskonstruktionen interpretiert wer-
den, sollen die Spezialfélle, dafl Zahler bzw. Nenner in (5.15) oder (5.16) einen Wert

gleich Null annehmen konnen, nicht explizit betrachtet werden.
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Dissimilaritéten - Frequenzbereich
N, =512
dsa(fo, fr) Rang
Sub-Peak f; | 0.24358 (4)
Cross-Peak  f5 | 0.15900 (3)
Bias-Two-Peak f3 | 0.04672 (2)
Bias-Four-Peak f; | 0.00013 (1)
dsaz(fo, fx) Rang
Sub-Peak f; | 0.90441 (4)
Cross-Peak f5 | 0.80716 (3)
Bias-Two-Peak f3 | 0.17534 (2)
Bias-Four-Peak f; | 0.00220 (1)

Tabelle 5.5:  Vergleich von AR(8)-Prozessen im Frequenzbereich mit Dissimilaritéiten

In Tabelle 5.5 sind fiir den Vergleich der Spektraldichten fi, (k = 1,...,4) mit der
Referenzspektraldichte fy die DissimilaritédtsmaBe dsa(fo, f) und dsaz(fo, fi) sowie
die Rangfolgen der Approximationsgiite wiedergegeben. Ganz im Gegensatz zu den
lokal orientierten Diskrepanzmafien der Tabelle 5.4 ist die von den beiden global orien-
tierten Dissimilaritdtsmaflen ermittelte Rangfolge mit der spektralanalytisch sinnvollen
Referenzrangfolge identisch.

Allerdings haben Dissimilaritdtsmafle einen Nachteil gegeniiber den Diskrepanzmaflen:
Aus ds(f,g) = 0 folgt nicht, daf§ gilt: f = g, vielmehr wird es fiir eine gegebene Spek-
traldichte f im allgemeinen eine ganze Klasse {gr,k = 1,2,...} von Spektraldichten
geben, die durch die Beziehung ds(f, gx) = 0 festgelegt ist. Verwendet man z.B. die
Anzahl der Peaks von Spektraldichten zur Konstruktion eines Dissimilaritdtsmafles,
so besitzen alle Spektren mit gleicher Peakanzahl ein Dissimilaritdtsmafl von Null,
ohne Riicksicht darauf, an welchen Frequenzpunkten sich diese Peaks befinden. Damit
sind Dissimilaritdtsmafle als Fehlermafle nur eingeschrinkt geeignet. Es erscheint des-
halb zweckméafig, an den strengeren Diskrepanzmafien mit ihren Grundeigenschaften
(vgl. Def. 5.1.1) festzuhalten, aber mit Hilfe der DissimilaritétsmaBe Korrekturen zur

Beriicksichtigung von globalen Informationen vorzunehmen.

Hierzu werden die DissimilaritédtsmaBe in (multipikativ) korrigierende Dissimilaritéts-
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mafle umformuliert:

Def. 5.2.2 (Korrigierende Dissimilaritdtsmajse)
Seien f und g Spektraldichtefunktionen. Dann soll fiir ein (multiplikativ) korrigierendes
Dissimilaritatsmaf dsc(f, g) gelten:

(¢) dsc(f,g9) =1

(i) f=g=dsc(f,g)=1

(5.17)

Die Dissimilaritdtsmafle dsa(f, g) und dsaz2(f, ¢) konnen in ihren korrigierenden Ver-

sionen formuliert werden als:

Ny No,
(5.18) dsca(f,g) = ge-one (Z |Alog f(w;)], > |Alog g(wj)|>
j=2 j=2

N, No,
(5.19) dscaz(f, g) = ge_one (Z |A%log f(w;)], Y |A? logg(wj)|>

j=3 J=3

wobei die Funktion ge_one(x,z2) mit x; > 0 und x2 > 0 definiert werden soll als:

x1/xy X1 > T9, k2 # 0
ge_one(r1,x2) = o/T1 T3 >T1,71 # 0

1 z1 = 0 oder zo = 0.

Bei der Konstruktion der korrigierenden Dissimilaritéten ist sicherzustellen, dafl keines
der beiden Argumente der Funktion ge.one(xi,zs) negativ wird. Fiir den Fall, da8
eines der Argumente gleich Null ist und eine sinnvolle Berechnung des korrigierenden
Dissimilaritdtmafles nicht durchgefithrt werden kann, wird dieses gleich Eins gesetzt.

Beliebige DiskrepanzmafBe d(f, g) kénnen nun mit beliebig vielen korrigierenden Dissi-
milaritdtsmafien dscq(f, g),... ,dscau(f, g) gewichtet werden, so daf sich ein korrigier-

tes Diskrepanzma$ dc(f, g) z.B. definieren 148t als:

Def. 5.2.3 (Korrigierte Diskrepanzmafe)
Seien f und g Spektraldichtefunktionen, sei d(f,g) ein Diskrepanzmafl und seien

dsci(f,q), ... ,dsca(f,g)
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(multiplikativ) korrigierende Dissimilarititsmafe. Dann heifit

M
(5.20) de(f, g) 9) I[ dscw(f.9)

m=1

mit den Figenschaften:

(4) de(f,9) >0

(i) de(f,9) =06 f=yg

(5.21)

(multiplikativ) korrigiertes Diskrepanzmaps.

Die korrigierten Diskrepanzmafle kénnen selbstversténdlich noch allgemeiner formuliert
werden, wenn z.B. jeder Faktor in (5.20) noch mit einem Gewichtungsfaktor potenziert

wird,

(5.2) de(f,9) = d(f.9)" T] dsci"(£,9)

oder wenn zugelassen wird, dafi das Diskrepanzmafl d(f,g) und die korrigierenden

DissimilaritétsmaBe dsc,,(f, ¢g) sich auf unterschiedliche Intervalle [a,,, b,,,| beziehen:

M
(523) dC(f, g) = d(f> g)[ao,bo] H dscm,[am,bm](f> g)

m=1

oder indem eine Kombination aus beiden Erweiterungen wie folgt gebildet wird:

M
(524) dC(f, g) = d(f> g)ﬁ;%,bo] H dsc::tam,bm](f7 g)
m=1

Eine Vorgabe von Gewichtungsfaktoren erlaubt z.B. eine Feinsteuerung beziiglich der
noch akzeptablen Abweichung der Peaks von ihren korrekten Positionen. Ein Bezug
auf verschiedene Frequenzbénder [ay,, b,,,] ermoglicht es, qualitativ unterschiedliche In-

formationen aus verschiedenen Frequenzbéndern zu verkniipfen.
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Die letztgenannten Moglichkeiten verdeutlichen die Flexibilitdt des Grundansatzes
beziiglich der Anpassung an spezielle Fragestellungen. Liegen solche speziellen Frage-
stellungen nicht vor, ist es sinnvoll, sich auf allgemein plausible Mafle zu beschrénken,
so dafl hier nur die folgenden korrigierten Diskrepanzmafle betrachtet werden, die auf
dem korrigierten integrierten quadratischem Fehler (ISE) bzw. dem korrigierten Kull-
back-Leibler-Informationskriterium (KLIC) beruhen:

(5.25) dea,a(f; 9) = da(f, g) dsca(f, ),

(5.26) dea,n2(f, g) = do(f, g) dscaz(f, g),

(5.27) deo,n,n2(f, 9) = da(f, g) dsca(f, g) dscaz(f, 9),
(5.28) dexra(f,9) = drr(f, ) dsca(f, 9),

(5.29) degernz(f, 9) = dicr(f, g) dscaz(f, g),
(5.30) dewrnnz(f,9) = drr(f, g) dsca(f, g) dscaz(f, ).

In Tabelle (5.6) und (5.7) sind fiir das Standardbeispiel des Vergleichs von fu mit fj
(k=1,...,4) die korrigierten Diskrepanzmafle sowie die zugehorigen Rangfolgen ein-
getragen. Sowohl bei dem integrierten quadratischen Fehlers da( f, ¢) als auch bei dem
Kullback-Leibler-Informationskriterium dg . (f, g) ist eine Korrektur nur mit Hilfe der
korrigierenden Dissimilaritaten dsca(fo, fi) nicht ausreichend, um die vorgegebene Re-
ferenzrangfolge zu erhalten. Bei beiden Diskrepanzmaflen ergibt eine Korrektur mit
den Dissimilaritéiten dscaz(fo, fx) bereits vollstindige Ubereinstimmung mit der Refe-
renzrangfolge. Eine Doppelkorrektur sowohl mit dsca (fo, fi) als auch mit dscaz(fo, fi)
ergibt zusétzlich eine Verbesserung der relativen Groflen der korrigierten Diskrepanz-

mafe.
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Vor allem aufgrund der einfacheren numerischen Berechnung wird zur Auswertung
der Simulationen in dieser Arbeit das doppelt korrigierte Diskrepanzmafl dcy A a2(g, f)

verwendet.

Selbstversténdlich konnen fiir andere Anwendungsgebiete andere Giitekriterien besser
geeignet sein, mit BASSEVILLE[1989] 148t sich die Problematik, ein geeignetes Diskre-
panzmaf fiir eine spezielle Fragestellung zu finden, wie folgt abschlielend zusammen-

fassen:

"1t is quite difficult to give strong and definite recommendations about the
choice of a distance measure for a given particular application. The fact
that, even in the field of speech processing where this question has been
investigated probably for the longest time, new variants of spectral distance
measures still emerge each year, shows that this problem of choice is quite

complex.”
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ISE, korrigiert - Frequenzbereich
N, =512
deg,a(fo, fr) Rang
Sub-Peak f; | 0.12037 (4)
Cross-Peak  f5 | 0.05530 (1)
Bias-Two-Peak f5 | 0.05788 (2)
Bias-Four-Peak f; | 0.07609 (3)
deg a2(fo, fr)  Rang
Sub-Peak f; | 1.31279 (4)
Cross-Peak  f5 | 0.34525 (3)
Bias-Two-Peak f3 | 0.08232 (2)
Bias-Four-Peak f; | 0.07792 (1)
dega n2(fo, fr) Rang
Sub-Peak f; | 2.45674 (4)
Cross-Peak  f5 | 0.54436 (3)
Bias-Two-Peak f5 | 0.09957 (2)
Bias-Four-Peak f; | 0.07984 (1)

Tabelle 5.6: Vergleich von AR(8)-Prozessen im Frequenzbereich mit dem korrigierten inte-
grierten quadratischen Fehler (ISE)
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KLIC, korrigiert - Frequenzbereich
N, =1024
dexr.a(fos fr) Rang
Sub-Peak f; | 4.33761 (4)
Cross-Peak  fo | 1.34750 (2)
Bias-Two-Peak f5 | 1.44061 (3)
Bias-Four-Peak f; | 1.03147 (1)
degp a2 (fo, fx)  Rang
Sub-Peak f; | 65.50155 (4)
Cross-Peak  fo | 11.44839 (3)
Bias-Two-Peak f5 | 2.29260 (2)
Bias-Four-Peak f; | 1.03187 (1)
degpan2(fo, fr) Rang
Sub-Peak f; | 129.33259 (4)
Cross-Peak fy | 19.04104 (3)
Bias-Two-Peak f3 2.92479 (2)
Bias-Four-Peak fy 1.04399 (1)

Tabelle 5.7:  Vergleich von AR(8)-Prozessen im Frequenzbereich mit dem korrigierten Kull-
back-Leibler-Informationskriterium (KLIC).



Kapitel 6

Automatische Schatzung von

Spektren

In diesem Kapitel werden Modellselektionskriterien sowohl fiir parametrische, auto-
regessive Spektralschétzungen als auch fiir nichtparametrische, direkte und indirekte
Spektralschétzer vorgestellt und diskutiert.

Anschlielend erfolgt im Rahmen einer Simulationsstudie mit verschiedenen datener-
zeugenden Prozessen eine Evaluierung der Modellselektionskriterien fiir verschiedene
Problemstellungen. Eine abschliefende Evaluierung wird dann anhand jeweils einer

Zeitreihe aus den Gebieten Okonomie, Endokrinologie und Astronomie vorgenommen.

6.1 Modellselektionskriterien fiir autoregressive Spek-

tralschitzungen

Fir AR(p)-Modelle sind seit langem Modellselektionskriterien in Gebrauch, die es
erlauben, die Ordnung p an Hand der Daten zu bestimmen. Eine Ubersicht iiber
geldufige Kriterien geben z.B. ANDEL[1982] oder SHIBATA[1985, 1989]. Aktuelle Erwei-
terungen und Modifikationen werden z.B. von HURvICH/TSAI[1989], SHIBATA[1989],
HurvVICH/SHUMWAY /TsA1[1990], HurvVICH[1992] und HURvVICH/TSA1[1993] disku-
tiert. Angesichts der groflen Zahl von Modellselektionskriterien beschréankt sich die
Darstellung hier auf einige relevante Kriterien, die jedoch typische Eigenschaften von
verschiedenen Klassen von Modellselektionskriterien repriasentieren. Auf die teilweise

sehr aufwendige mathematische Herleitung der Kriterien bzw. der Optimalitétseigen-

140
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schaften wird verzichtet. Dagegen werden die unterschiedlichen modelltheoretischen
Annahmen und Herangehensweisen bei der Herleitung von Optimalititskriterien her-

vorgehoben.

Approximiert man den datenerzeugenden Prozefl einer Stichprobe (X7, ..., Xy) durch
ein AR(p)-Modell,

Xe+ i Xo 1+ ..+ 0, Xe =6, {e} ~ WN(0,0?)

und ermittelt fiir verschiedene Werte von p mit 0 < p < ppee Schétzungen der Modell-
parameter (q@l, o ,qu, 62), so konnen als Modellselektionskriterien fiir die Ordnung p

u.a. die folgenden Gréflen herangezogen werden:

(Final Prediction Error, FPE)

N+p
1 FPE(p) = 62
(6.1 ) =L
(Akaike Informationskriterium, AIC)
(6.2) AIC(p) = NIné* +2(p + 1)

(Korrigiertes Akaike Informationskriterium, AICC)

(6.3) AICC(p) = NIné®+ %
(6.4) ~ Ao+ 22D E2)
—p—2
(Schwarz Informationskriterium)
(6.5) SIC(p) = NIn6* + pIn N
(Hannan-Quinn-Kriterium)
(6.6) HQ(p) = NIns? +2cplnIln N ¢ > 1.

Es ist jeweils diejenige Modellordnung p zu wéhlen, fiir die das ausgewéhlte Modellse-

lektionskriterium minimal wird.
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Das FPE-Kriterium wurde von AKAIKE[1969a, 1969b] entwickelt. Die Grundidee des
FPE-Kriteriums beruht darauf, eine Schiatzung des Einschritt-Prognosefehlers fiir eine
weitere unabhéngige Realisation des datenerzeugenden Prozesses zu erhalten. Das AIC
(vgl. AKAIKE[1974]) basiert auf dem Zusammenhang zwischen Maximum-Likelihood-
Schétzung und der Minimierung der Kullback-Leibler-Information (vgl. Kapitel 2.6):
Der Minimierung des AIC entspricht approximimativ eine Minimierung der Kullback-
Leibler-Information. Das AICC wurde von HURVICH/TSAI[1989] vorgeschlagen. Es
beruht auf einer Bias-Korrektur des AIC-Kriteriums fiir kleine Stichprobenumfinge,
die von SUGUIRA[1978] entwickelt wurde. Die Eigenschaften der Modellselektionskri-
terien bei kleinen Stichprobenumfingen und die Relevanz von Korrekturtermen wird
weiter unten ausfithrlicher diskutiert. SCHWARZ[1978] entwickelte im Rahmen eines
bayesianischen Ansatzes das nach ihm benannte SIC. Das gleiche Kriterium wird héufig
auch als BIC (Bayes Informationskriterium) bezeichnet und entspricht im wesentlichen
einem weiteren Kriterium, das von AKAIKE[1978a, 1979] als bayesianische Modifika-
tion des AIC abgeleitet wurde. Das HQ-Kriterium stammt von Hannan/Quinn[1979].
In ihren Simulationsbeispielen setzen sie den Parameter ¢ = 1, hier wird im weiteren
ebenso verfahren.

Alle Kriterien werden in unterschiedlichen Varianten angewandt, die sich durch die
Addition bzw. Subtraktion von Konstanten und/oder durch die Division bzw. Multi-
plikation mit dem Stichprobenumfang N voneinander unterscheiden. Da die Lage des
Minimums durch diese Transformationen nicht verindert wird, sind all diese Varian-
ten hinsichtlich der Ermittlung der optimalen Modellordnung dquivalent. Das FPE-

Kriterium kann durch die Transformation

N
(6.7) NIFPE(p) = NIng® + Nln 2,

N-—p
in eine Funktion iiberfithrt werden, die fiir den gleichen Wert p minimal wird wie das
urspriingliche FPE-Kriterium. Aus der Darstellung (6.7) kann abgeleitet werden, da8

fiir p < N gilt (vgl. z.B. PRIESTLEY[1981, S. 374]):

AIC(p) ~ N In FPE(p),

d.h. FPE-Kriterium und AIC sind asymptotisch dquivalent. Da sich aus der Darstel-
lung (6.4) die asymptotische Aquivalenz von AIC und AICC ergibt, kénnen das FPE-
Kriterium, das AIC und das AICC als asymptotisch dquivalent betrachtet werden. Um
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bei Graphiken soweit wie méglich einheitliche GroBenordnungen verwenden zu kénnen,

wird das FPE-Kriterium in der transformierten Form geméf (6.7) verwandt.

Unter Berticksichtigung der Darstellung (6.7) fiir das FPE-Kriterium ergibt sich, da8
alle vorgestellten Modellselektionskriterien die gleiche Struktur besitzen. Sie bestehen
im wesentlichen aus zwei Summanden: Der Term In &2 mifit die Giite der Anpassung
des AR(p)-Prozesses an die Daten. Bei festem N wird mit zunehmender Ordnung p die

2 ist eine nicht-zunehmende Funktion der

Anpassung an die Daten immer besser, Ina
Modellordnung p. Der zweite Term enthélt jeweils eine Funktion, die in Abhéngigkeit
von der Modellordnung p zunimmt. Dieser Term kann als Straffunktion fiir zusétzliche
Parameter interpretiert werden.

Damit reprisentieren alle Modellselektionskriterien das gleiche grundlegende Prinzip
der Modellauswahl, wonach einfache Modelle komplexen Modellen vorzuziehen sind
(,Prinzip der Sparsamkeit®, ,,Occams razor®). Es existiert allerdings kein einheitli-
cher Ansatz, dieses Prinzip fiir konkrete Fragestellungen quantitativ umzusetzen. Die
Kriterien besitzen unterschiedliche Sensitivitdt der Straffunktionen beziiglich zusétz-
licher Modellparameter. Daraus ergibt sich unmittelbar die Frage nach einer ,opti-
malen® Straffunktion bzw. einem ,,optimalen“ Modellselektionskriterium. Im Rahmen
der Schétzung autoregressiver Prozesse bzw. der autoregressiven Spektralschétzung
lassen sich drei Konzepte der Optimalitdt von Modellselektionskriterien unterschei-
den, denen unterschiedliche Sichtweisen und modelltheoretische Annahmen zugrunde-
liegen. Diese drei Konzepte lassen sich kurz durch die Begriffe Ordnungskonsistenz,
Effizienz sowie Diskrepanz-Optimalitét charakterisieren. Im Rahmen der autoregres-
siven Spektralschiatzung wire es durchaus vertretbar, sich ausschliefllich auf das Kon-
zept der Diskrepanz-Optimalitét im Frequenzbereich zu beschrianken (vgl. Kapitel 5).
Das Konzept der Diskrepanz-Optimalitiat schliet die Verwendung von ,inkonsisten-
ten* oder ,ineffizienten* Modellselektionskriterien jedoch nicht aus, was Unklarheiten
und Miflverstdandisse hervorrufen kann. Aus diesem Grund werden alle drei Konzepte

kurz skizziert.

Das mit am héufigsten angefithrte Optimalitatskonzept ist die Ordnungskonsistenz.
Diesem Konzept liegt die Vorstellung zugrunde, daff es sich bei dem datenerzeugenden
Proze um einen AR-Prozefl mit endlicher Modellordnung py, handelt. Ein Modell-
selektionskriterium ist (stark) ordnungskonsistent, wenn fir N — oo diese ,, wahre®

Modellordnung mit Wahrscheinlichkeit Eins gewahlt wird. Nach einem Satz von Shi-
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bata[1976] tiberschétzt das AIC asymptotisch die wahre Modellordnung py eines da-
tenerzeugenden AR(pg)-Prozesses in dem Sinne, dafi die Wahrscheinlichkeit, daf das
AIC Modellordnungen p > po ermittelt, asymptotisch von Null verschieden ist. Von
den angefithrten Modellselektionskriterien sind das FPE-Kriterium, AIC und AICC
ordnungsinkonsistent, wéihrend das SIC sowie das HQ-Kriterium ordnungskonsistent
sind (vgl. z.B. HUrvICH/TSAI[1989)]).

Die praktische und theoretische Relevanz des Konzeptes der Ordnungskonsistenz ist
allerdings zweifelhaft. Als unmittelbarer Einwand kann vorgebracht werden, daf§ bei
praktischen Anwendungen die Annahme eines datenerzeugenden AR (pg)-Prozesses zu
restriktiv ist, vielmehr dient ein AR(pg)-Modell lediglich als einfaches approximieren-
des Modell fiir einen unbekannten datenerzeugenden Prozefl. Eine ,wahre* Modell-
ordnung ist in diesem allgemeineren Rahmen nicht sinnvoll ermittelbar. Es kann nur
festgestellt werden, ob die durch ein Modellselektionskriterium ermittelte Modellord-
nung im wesentlichen den praktischen Erfordernissen entspricht. Die Ergebnisse bei
praktischen Anwendungen sind widerspriichlich. STEINBERG / GASSER/FRANKE[1985]
bestéitigen im Rahmen von EEG-Studien, dafl das AIC, gemessen an empirischen neu-
rophysiologischen Standards, ,,zu grofie“ Modellordnungen liefert. Dagegen verweist
KAYSHAP[1980] im Kontext von Studien zur Sprachdatenverarbeitung darauf, dafl das
AIC bei Stichprobenumféngen von N = 200 bis N = 300 gewthnlich Modellordnungen
zwischen p = 2 und p = 5 schétzt. Audiophysiologisch befriedigende Ergebnisse konnen
aber erst bei Modellordnungen zwischen p = 8 und p = 14 erzielt werden. Im Rahmen
geophysikalischer Untersuchungen berichten z.B. LANDERS/LACO0Ss[1977], da u.a.
AIC und FPE-Kriterium Modellordnungen ermitteln, die unter den Ordnungen liegen,
die nach physikalischen Kriterien als sinnvoll erachtet werden. Auch wenn man sich auf
datenerzeugende AR(po)-Prozesse beschriankt, kann aus dem asymptotischen Ergebnis
von SHIBATA[1976] bei endlichen Stichprobenumfingen nicht gefolgert werden, daff das
AIC dazu tendiert, die wahre Modellordnung zu iiberschéitzen. Trivialerweise 148t sich
fiir jeden endlichen Stichprobenumfang N ein datenerzeugender AR(po)-Proze mit
po > N angeben, so daf} die ,,wahre* Modellordnung zwangslaufig unterschétzt werden
muf}. Dementsprechend lehnen SAKAMOTO/ISHIGURO/KITAGAWA[1986, S. 85] fiir
endliche Stichprobenumfinge das Konzept einer ,,wahren“ Modellordnung als bedeu-
tungslos ab. Diese Ansicht kann auch im Rahmen der Simulationsstudie im Abschnitt
6.3 bestétigt werden. Noch grundsétzlicher kritisiert DAHLHAUS[1987] das Konzept

der Ordnungskonsistenz:
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,For me it doesn’t make sense to consider the distance of orders (which is
done by proving convergence in probability), since this distance of orders
doesn’t say very much about the "nearness” of the processes themselves
(an AR(2) process with moderate roots may be much "nearer” to, e.g., an
AR(1000) process, than to an AR(3) process with roots close to the unit

circle).“

Damit wird hervorgehoben, dafl auch innerhalb der Klasse von AR-Prozessen mit end-
licher Ordnung py die Modellordnung py keine sinnvollen metrischen Eigenschaften
besitzt: AR-Prozesse gleicher Ordnung koénnen sehr unterschiedliche Autokovarianz-
funktionen bzw. Spektren besitzen wiahrend AR-Prozesse mit unterschiedlicher Mo-
dellordnung andererseits sehr dhnliche Autokovarianzfunktionen bzw. Spektren haben
konnen. Das Konzept der Ordnungskonsistenz scheint im allgemeinen nicht zur Beur-

teilung von Modellselektionskriterien geeignet zu sein.

Das Konzept der asymptotischen Effizienz zur Beurteilung von Modellselektionskrite-
rien ist auf SHIBATA[1980] zuriickzufithren. Er untersucht die Problemstellung, daf
ein datenerzeugender Gauss’scher AR-Prozef3 von unendlicher Ordnung moglichst gut
durch einen AR-Prozefl von endlicher Ordnung approximiert werden soll. Wie bei dem
FPE-Kriterium ist bei ihm der mittlere quadratische Einschritt-Prognosefehler fiir eine
weitere unabhéngige Realisation des datenerzeugenden Prozesses mafigeblich. Er leitet
im Rahmen dieser Problemstellung eine untere Schranke fiir den mittleren quadra-
tischen Einschritt-Prognosefehler ab. Ein Modellselektionskriterium ist asymptotisch
effizient, wenn es fiir N — oo gegen diese untere Schranke des mittleren quadratischen
Einschritt-Prognosefehlers in Wahrscheinlichkeit konvergiert. SHIBATA[1980] zeigt, da8
das AIC und FPE-Kriterium asymptotisch effizient sind. Ebenso ist das AICC asym-
ptotisch effizient (vgl. HURvicH/TSA1[1989]). Dariiberhinaus zeigt SHIBATA[1980], daf3
Modellselektionskriterien die ordnungskonsistent sind, nicht gleichzeitig asymptotisch
effizient sein konnen. Ordnungskonsistenz kann nur durch Verzicht auf asymptotische
Effizienz erreicht werden. Demnach sind SIC und das HQ-Kriterium nicht asympto-
tisch effizient. Es muf} aber beriicksichtigt werden, dafl das Konzept der asymptotischen
Effizienz den mittleren quadratischen Einschritt-Prognosefehler als Optimierungskrite-
rium verwendet und damit auf einem sehr speziellen Fehlermafl beruht. Es ist nicht
auszuschliefen, daf fiir nicht prognoseorientierte Modellierung mit den ineffizenten Kri-

terien wie SIC oder dem HQ-Kriterium bessere Ergebnisse erzielt werden konnen wie
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mit den effizienten Kriterien FPE, AIC bzw. AICC. Dariiberhinaus ist zu beachten,
daf} selbst wenn das Ziel der Modellbildung die Erstellung einer Prognose ist, keine
Einigkeit dariiber besteht, welches Maf§ fiir den Prognosefehler am besten geeignet ist
(vgl. z.B. AHLBERG[1992], CHATFIELD[1992]).

Das fiir die autoregressive Spektralschitzung wichtigtste Optimalitiatskonzept ist die
Diskrepanz-Optimalitét, wobei die Fignung eines Modellselektionskriteriums unmittel-
bar im Frequenzbereich mit Hilfe von Diskrepanzmafen d( f, f ) bewertet wird. Beziiglich
der Optimalitdt der Modellselektionskriterien liegen im wesentlichen zwei Ergebnisse
fiir klassische Diskrepanzmafle vor. SHIBATA[1981] zeigt unter der Grundannahme eines
datenerzeugenden Gauss’schen AR-Prozesses mit unendlicher Ordnung, dafl bei An-
wendung des AIC zur Bestimmung der Modellordnung eines approximierenden AR(p)-
Prozesses, asymptotisch der integrierte relative quadratische Fehler (ISER) in Wahr-
scheinlichkeit gegen eine untere Schranke konvergiert. HURVICH / T'SA1[1989] unterstel-
len einen Gauss’schen AR-Prozefl mit endlicher Ordnung als datenerzeugenden Pro-
zef3 und zeigen, dal die Minimierung des AICC approximativ der Minimierung der
Kullback-Leibler-Information (KLIC) entspricht. Da das FPE-Kriterium, AIC und
AICC asymptotisch dquivalente Modellselektionskriterien sind, kann davon ausgegan-
gen werden, daf3 die jeweils fiir AIC bzw. AICC abgeleiteten Aussagen bei grofien
Stichprobenumféingen fiir alle drei Kriterien gelten. Wie bereits in Kapitel 5 gezeigt
worden war, sind sowohl der integrierte relative quadratische Fehler (ISER) als auch
die Kullback-Leibler-Information (KLIC) als Diskrepanzmafe fiir Spektraldichtefunk-
tionen problematisch: Fiir beide Mafle kénnen Beispiele angegeben werden, die zeigen,
daf} ihre Anwendung zu Aussagen fithren, die spektralanalytisch nicht sinnvoll sind.
Eine ausfiihrlichere kritische Diskussion war bereits in Kapitel 5 erfolgt. In Kapitel 5
war auch darauf hingewiesen worden, dafl fiir unterschiedliche Problemstellungen un-
terschiedliche Diskrepanzmafle geeignet sein konnen. Auch wenn fiir das SIC und das
HQ-Kriterium keine Optimalitiatsbeweise vorliegen, ist damit nicht ausgeschlossen, dafl
diese Kriterien optimal beziiglich eines weniger gebrauchlichen Diskrepanzmafles sein

konnen.

Die bisherige Diskussion der Optimalitdt von Modellselektionskriterien 148t sich da-
mit zundchst wie folgt zusammenfassen: Das Konzept der Ordnungskonsistenz ist zur
Beurteilung von Modellselektionskriterien im allgemeinen nicht geeignet. Weder das

Konzept der Effizienz noch das Konzept der Diskrepanz-Optimalitét liefert klare theo-
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retische Anhaltspunkte dafiir, daf3 allgemein ein bestimmtes Kriterium den anderen
vorgezogen werden kann. Im Rahmen dieser Arbeit werden die Modellselektionskrite-
rien fiir die autoregressive Spektralschéitzung unter Verwendung der global korrigierten
Diskrepanz dcy a a2(f, fp) (vgl. Abschnitt 5) mit Hilfe von Simulationsstudien evaluiert

werden.

Ein weiteres Problemfeld bei der Beurteilung von Modellselektionskriterien ergibt sich,
wenn nur relativ kleine Stichprobenumfénge vorliegen (vgl. HURvICH /T'SA1[1989]). Im
vorangegangenen Abschnitt war davon ausgegangen worden, dafl eine optimale Mo-
dellordnung p in einem Bereich 0 < p < pae gesucht wird, wobei der Parameter
Pmaz geeignet vorgegeben werden mufl. Hierzu gibt es verschiedene Vorschldage. Ul-
rych/Bishop[1975] raten aufgrund von Simulationsstudien, mit denen sie Eigenschaften
des AIC und des FPE-Kriteriums iiberpriiften, zu einer oberen Grenze in Abhéngigkeit
vom Stichprobenumfang mit p,.. ~ N/3. SAKAMOTO/ISHIGURO/KITAGAWA[1986,
S. 83] empfehlen im allgemeinen bei Anwendung des AIC den Parameter ppq, in
Abhéngigkeit vom Stichprobenumfang N als pmee ~ 2V N festzulegen. Als oberste
Grenze geben sie ppq: =~ N/2 an. Der Grund liegt darin, daf§ bei gegebenem Stich-
probenumfang N und zunehmender Modellordnung p das AIC sowie auch andere Mo-
dellselektionskriterien ab p &~ N/2 fallende Funktionen in Abhéngigkeit von p sind und
damit erheblich von dem idealtypischen, in etwa U-formigen bzw. V-férmigen! Verlauf
abweichen konnen, der fiir Modellselektionskriterien im allgemeinen unterstellt wird.
Das Problem sowie eine Losung unter Verwendung von korrigierten Modellselektions-

kriterien soll unter Verwendung des AR(4)-Prozesses

(6.8) Xy +0.18287X; 1 + 0.51338X; 5 + 0.14813.X;_3 + 0.65610X;_4 = €,

{Et} ~ WN(O, 1)

veranschaulicht werden. Die Wurzeln des charakteristischen Polynoms des AR(4)-

Prozesses (6.8) lauten:

21/2 = 0‘96:|2Z27r0.15 23/4 — 0.96:&27‘—0'35.

In Abhingigkeit von dem datenerzeugenden Prozef sind auch andere Kurvenverliufe moglich.

Diese Falle sind fiir die Diskussion hier nicht relevant.
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In Abb. 6.1 (a) ist das theoretische Spektrum des AR(4)-Prozesses (6.8) wiederge-
geben. In Abb. 6.1 (b) sind Schéitzungen fiir E[dcy o a2(f, fp)] mit p = 1,2,...,30
wiedergegeben. Hierzu wurden 100 Realisationen des AR(4)-Prozesses (6.8) mit einem
Stichprobenumfang von N = 32 erzeugt, wobei jeweils Ng = 128 Einschwingwerte
beriicksichtigt wurden. Fiir jede Realisation wurden mit Hilfe des Burg-Schétzers
AR-Prozesse mit den Ordnungen p = 1,2,...,30 angepafit sowie die autoregressi-
ven Spektralschiatzungen fp(w) und die global korrigierten Diskrepanzen dcy o az2(f, fp)
berechnet. Das theoretische Spektrum und die geschétzten Spektren wurden im Be-
reich 0 < w < 0.5 an N, = 128 dquidistanten Frequenzpunkten berechnet. Zur
Schétzung von Eldcy a a2(f, fp)] wurde fiir jede Ordnung p iiber die 100 Realisationen
von deg A a2(f, fp) gemittelt. Das Ergebnis ist in Abbildung 6.1 (b) dargestellt und
ergibt eine idealtypisch V-formig verlaufende Diskrepanz mit einem einzigen globalen
Minimum bei der Ordnung p = 4. Der Kurvenverlauf von Schétzungen des Erwar-
tungswertes der global korrigierten Diskrepanzen dcy o a2(f, fp) soll als grobe Referenz
zur graphischen Beurteilung der analog zu berechnenden Kurvenverldufe der Modells-
elektionskriterien dienen. Da bei den global korrigierten Diskrepanzen dcg a a2(f, fp)
sehr kleine und sehr grole Werte auftreten, erfolgt ihre graphische Darstellung in lo-

garithmierter Form.

Die Abbildungen 6.2 (a), 6.2 (c), 6.2 (e) und 6.2 (g) enthalten die Verlaufskurven
fiir Schétzungen der Erwartungswerte von AIC(p),SIC(p), HQ(p) bzw. FPE(p) fiir
p = 1,2,...30. Die Schitzungen wurden analog wie fiir E[dcya 2(f, f,)] anhand
derselben 100 Realisationen des AR(4)-Prozesses (6.8) berechnet. Der von SAKA-
MOTO/ISHIGURO/KITAGAWA[1986, S. 83| fiir das AIC beschriebene Effekt 18t sich
auch bei den anderen drei unkorrigierten Modellselektionskriterien beobachten. Alle
unkorrigierten Kriterien besitzen ein lokales Minimum bei p = 4. Ab ca. p = N/2 = 16
sind alle Kriterien eine fallende Funktion in Abhéngigkeit von der Modellordnung p,
ein globales Minimum wird von allen unkorrigierten Kriterien bei der Modellordnung
Pmaz = 30 erreicht. Damit weichen die Kurvenverldufe aller unkorrigierten Kriterien
erheblich von der wiinschenswerten idealtypischen Form ab (vgl. Abb. 6.1). HUR-
vicH/TSAI[1989] demonstrierten diesen Effekt in dhnlicher Weise fiir verschiedene
unkorrigierte Modellselektionskriterien mit Hilfe eines AR(2)-Prozesses. Als Abhilfe
schlugen sie das AICC vor, bei dem wie Abb. 6.2 (b) zeigt, dieser Effekt nicht auftritt.
Als experimentelle Erweiterung des Ansatzes von HURVICH/TSAI[1989] werden hier
ad-hoc Korrekturen auch fiir das SIC, das HQ- und das FPE-Kriterium eingefiihrt.
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Hierzu wird zu den Ausgangskriterien einfach der Korrekturterm des AICC addiert

(vgl. (6.4)). Die neuen korrigierten Kriterien ergeben sich damit als:

20+ 1)(p+2)
—p—2

(6.9) SICC(p) = SIC(p) +

Y

(6.10) HQC(p) = HQ(p) +

20+ 1)(p+2)

11 _
(6.11) FPEC(p) = NInFPE(p) + ==

Ein Vergleich der Kurvenverldufe der korrigierten Modellselektionskriterien AICC(p),
SICC(p), HQC(p) und FPEC(p) in den Abbildungen 6.2 (b), 6.2 (d), 6.2 (f) bzw.
6.2 (h) zeigt, daB8 die Addition des Korrekturterms bei allen Modellselektionskriterien
den gleichen Effekt bewirkt: Alle korrigierten Modellselektionskriterien besitzen ein
globales Minimum bei p = 4 und steigen danach mit zunehmender Modellordnung in
etwa exponentiell an. Damit entspricht der Kurvenverlauf der korrigierten Kriterien in
sehr guter Ndherung der wiinschenswerten idealtypischen Form. Bei den korrigierten
Kriterien ist zu erwarten, dafl die Schitzung der optimalen Modellordnung weitgehend
unabhéingig von dem Parameter p,,., ist. Dies ist bei den unkorrigierten Kriterien
nicht der Fall. Experimentell wurden noch weitere verschiedene Korrekturfaktoren
ausprobiert. Ahnliche Ergebnisse wie mit dem Korrekturterm des AICC ergaben sich
z.B. mit den Korrekturfaktoren ¢; = p?*®/N oder ¢; = p?/In N. Auf eine graphische
Darstellung dieser Varianten wird verzichtet. Bisher konnte allerdings lediglich die
korrigierte Form AICC theoretisch als Biaskorrektur des AIC begriindet werden (vgl.
SUGUIRA[1978],HURVICH/T'SsA1[1989]). Die hier vorgestellten experimentellen Ergeb-
nisse verweisen allerdings darauf, dafl auch SIC, HQ- und FPE-Kriterium bei kleinen
Stichprobenumfingen einen Bias aufweisen, der dhnlich wie im Falle des AIC einer
theoretischen Analyse zugénglich sein sollte. Bei der Interpretation der Ergebnisse
muf beachtet werden, dal die gemittelten Verlaufskurven lediglich die grundlegende
Tendenz wiedergeben. Auch wenn die Verlaufskurven z.B. nur fiir 1 < p < 10 berech-
net wurden, war héufig bei einzelnen Realisationen kein klar ausgepréigtes Minimum
bei p = 4 ersichtlich, wobei die unkorrigierten Modellselektionskriterien einen proble-

matischeren Eindruck hinterlieflen als die korrigierten Kriterien.
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Zusammenfassend kann festgestellt werden: Mit Hilfe der verschiedenen Konzepte der
Optimalitédt ist keine klare theoretische Aussage dariiber méglich, ob allgemein ein
Modellselektionskriterium den anderen Kriterien vorzuziehen ist. Die Ergebnisse von
HurvicH/TsA1[1989]) sowie die experimentellen Ergebnisse hier legen jedoch die Aus-
sage nahe, dafl korrigierte Modellselektionskriterien bei kleinen Stichprobenumfingen

grundsétzlich vorzuziehen sind.
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6.2 Modellselektionskriterien fiir nichtparametrische

Spektralschitzungen

Modellselektionskriterien fiir nichtparametrische Spektralschitzungen werden fast ge-
nauso lange in der Literatur diskutiert wie Modellselektionsverfahren fiir autoregres-
sive Schétzverfahren. Dennoch haben sie bei weitem nicht die gleiche Akzeptanz und
Verbreitung finden kénnen. Dies kann zum einen damit begriindet werden, daf} ei-
nige der ersten nichtparametrischen Modellselektionskriterien fiir Spektralschéitzungen
inhaltlich eng an das Konzept von Glattungsplines gebunden waren (vgl. z.B. CoG-
BURN/DAVIS[1974], WHABA /WOLD[1975a, 1975b], BYRD/TAPIA /THOMPSON[1978],
WHABA[1980]). Damit waren sie losgelost von den iiblichen Standardverfahren der
nichtparametrischen Spektralschétzung. Dariiberhinaus basieren diese Modellselekti-
onskriterien meist auf dem Konzept der Kreuzvalidierung. Sofern nicht effiziente Algo-
rithmen zur Verfiigung stehen, kann dies mit erheblichem Rechenaufwand verbunden
sein. Im weiteren wird zunéchst das Konzept der Kreuzvalidierung vorgestellt. Ansch-
lieBend werden zwei Kreuzvalidierungskriterien fiir direkte Spektralschétzer diskutiert
und ihre Eigenschaften mit Hilfe einer kleinen Simulationsstudie beschrieben. Absch-
lieBend werden sog. strafende nichtparametrische Modellselektionskriterien vorgestellt,
die fiir direkte und indirekte Spektralschidtzungen gleichermafien geeignet sind und

geringen Rechenaufwand erfordern.

Das Grundkonzept von Kreuzvaliderungsverfahren besteht darin, eine Stichprobe in
zwei Untergruppen zu teilen (vgl. z.B. STONE[1974]): Eine Untergruppe wird zur An-
passung verschiedener Modelle benutzt. Es wird dann dasjenige Modell gewéhlt, wel-
ches die Daten der zweiten Untergruppe am besten reproduzieren kann. Eine wichtige
Verfeinerung ist das Konzept der ” Leave-One-Out”-Kreuzvalidierung. Statt die Stich-
probe in zwei Gruppen aufzuteilen, wird jeweils eine Beobachtung weggelassen und fiir
die restliche Stichprobe ein Modell angepafit. Mit dem angepafiten Modell wird der
Prognosefehler fiir die ausgelassene Beobachtung ermittelt. Einen Kreuzvalidierungsin-
dex fiir ein Modell erhélt man, indem man iiber alle ” Leave-One-Out”-Prognosefehler
summiert. Es wird dasjenige Modell gewéhlt, fiir das der Kreuzvalidierungsindex ein
Minimum annimmt.

Das Konzept der Kreuzvalidierung setzt voraus, daf§ die Beobachtungen Realisationen

von unabhéngigen Zufallsvariablen sind und kann damit nicht unmittelbar auf Zeit-
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reihen angewandt werden. Kreuzvalidierungskonzepte zur Spektralschéitzung basieren
daher auf den zumindest asymptotisch unkorrelierten Werten des Periodogramms I (w;)
(vgl. Satz 4.1.1). Auf die Darstellung sehr spezieller Kreuzvalidierungsansitze zur auto-
matischen Spektralschétzung, wie z.B. von WHABA /WOLD[1975b] oder WHABA[1980]
wird verzichtet. Die Darstellung hier beschréankt sich vielmehr auf Weiterentwicklun-
gen von HURVICH[1985] und BELTRAO/BLOOMFIELD[1987]. In ihren Arbeiten werden
verschiedene Kreuzvalidierungkriterien vorgeschlagen, die auf ”Leave-One-Out”-Peri-
odogrammen basieren und unmittelbar fiir direkte Spektralschitzungen verwandt wer-
den konnen. Die Darstellung hier beschriankt sich auf die einfachste Variante eines
”Leave-One-Out”-Periodogrammes, die auch von BELTRAO/BLOOMFIELD[1987] zu-
grundegelegt wird. In HURVICH|[1985] sind weitere Variationen von ” Leave-One-Out”-
Periodogrammen beschrieben.

Fiir direkte ”Leave-One-Out”-Spektralschéitzungen,
Z gr wk r
r=—mpy

basierend auf dem ”Leave-One-Out”-Periodogramm,

(6.12)
0.5[1(ws1) + I(wrsr)] j =k
I‘j(wk) = Wk = k’/N, Wk € (0.0,0.5),

lassen sich u.a. die beiden folgenden Modellselektionskriterien angeben:

(Whaba-Hurvich-Kriterium, WH)

(6.13) WH(v) = — > | f;j(wk)—[1n1(wk)+o.57721]}2

N 0.0<w,<0.5

und

(Cross-Validated-Log-Likelihood-Kriterium, CVLL)

V) = i n fi Wk AI(.wk) .
(014 V) = s ll ot Hfﬁ(wk)}

In (6.13) bzw. (6.14) bezeichnet n, die Anzahl der Fourierfrequenzen im Intervall
0.0 < w < 0.5. Die Euler-Konstante 0.57721 in (6.13) dient zur Bias-Korrektur des
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logarithmierten Periodogramms (vgl. z.B. WHABA[1980]). Die Kreuzvalidierungskri-
terien wurden in Abhéngigkeit von v dargestellt, um auszudriicken, daf§ als nichtpara-
metrischer Modellselektionsparameter die dquivalente Zahl von Freiheitsgraden (EDF
bzw. v ') herangezogen wird. Die dquivalente Zahl von Freiheitsgraden v war fiir direkte

Spektralschétzer bereits in Abschnitt 4.2 definiert worden als:

2

(6.15) e
ZT‘:N—mN g?"2

Die &dquivalente Bandbreite (EBW) hétte ebenso gut als Modellselektionsparameter
herangezogen werden koénnen. Da die dquivalente Zahl von Freiheitsgraden (EDF)
aber bereits in der Literatur im Zusammenhang mit weiteren nichtparametrischen Mo-
dellselektionskriterien als Selektionsparameter herangezogen wurde (vgl. z.B. HUR-
VICH/BELTRAO0[1990]), soll dies auch hier beibehalten werden.

Als optimale dquivalente Zahl von Freiheitsgraden wird diejenige Zahl v gewahlt, fiir
die das gewéhlte Kreuzvalidierungskriterium ein Minimum annimmt. Die endgiiltige
Spektralschéatzung erfolgt dann unter Verwendung des iiblichen Periodogramms.

Das WH-Kriterium beruht auf einer Verallgemeinerung des Kreuzvalidierungsansat-
zes von WHABA[1980] durch HURvVICH[1985]. Es minimiert asymptotisch den Erwar-
tungswert des integrierten quadratischen Fehlers (ISE). Das CVLL-Kriterium wurde
von BELTRAO/BLOOMFIELD[1987] vorgeschlagen und beruht auf der Approximation
der Loglikelihoodfunktion eines Gauss’schen Prozesses im Frequenzbereich. Sie zeig-
ten, da} dieses Kriterium asymptotisch den Erwartungswert des integrierten relati-
ven Fehlers (ISER) minimiert. Das CVLL-Kriterium ist minimierungséquivalent zur
diskretisierten Kreuzentropie S(f;7(wi), I(wy)), so daB die Minimierung des CVLL-
Kriteriums asymptotisch zu den gleichen Ergebnissen fithren sollte, wie die Minimie-
rung der Kullback-Leibler-Information (KLIC) (vgl. Abschnitt 2.6). Da8 dies tatsachlich
der Fall ist, zeigen HURVICH/BELTRAO[1990]. Dariiberhinaus benutzen sie den Zu-
sammenhang des CVLL-Kriteriums mit der Kullback-Leibler-Information um ein weite-
res Modellselektionskriterium abzuleiten, das nicht auf Kreuzvaliderung beruht. Hier-
auf wird weiter unten eingegangen.

Im Zusammenhang mit Kreuzvalidierungsverfahren sind generell folgende Probleme zu
beachten (vgl. z.B. MARRON[1988]): Ein Kreuzvalidierungskriterium kann eine grofie
Stichprobenvariabilitét besitzen, d.h. es kénnen fiir den gleichen datenerzeugenden Pro-

zef3 stark unterschiedliche Glattungsparameter ausgewiesen werden. Dariiberhinaus
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konnen langsame Konvergenzeigenschaften grofle Stichprobenumfinge erforderlich ma-
chen. Das Auftreten von multiplen lokalen Minima in Kreuzvalidierungskriterien wird
in THOMPSON /KAY/TITTERINGTON[1989] und HALL/MARRON[1991] analysiert. Fiir
den Einsatz der Kreuzvalidierung ihm Rahmen der Spektralschitzung bestétigen BEL-
TRAO/BLOOMFIELD[1987] das Problem der grofien Stichprobenvariabilitdt sowie das
Auftreten von multiplen lokalen Minima in der Kreuzvalidierungsfunktion CVLL(v).
Sie hatten fiir ihre Simulationstudie den direkten Daniellschéitzer verwandt und einen
Stichprobenumfang von N = 128 zugrundegelegt. Von HURVICH[1985] liegen keine

Angaben zu diesen Problemgebieten vor.

Fiir bestimmte Anwendungsgebiete der Kreuzvalidierung, wie z.B. der nichtparame-
trischen Regression mit Glattungssplines, stehen effiziente Algorithmen zur Verfiigung
(vgl. z.B. FUNKE[1991]). Dies gilt nicht fiir die hier vorgestellten Kreuzvalidierungs-
verfahren im Frequenzbereich. Somit besteht ein weiteres Problem bei der Anwen-
dung dieser Verfahren darin, dafl ein sehr grofler Rechenaufwand erforderlich sein
kann. Fiir die Realisation eines reellwertigen stochastischen Prozesses mit Stichpro-
benumfang N = 256 ergeben sich z.B. 127 ”Leave-One-Out”-Spektralschétzungen
fy_ J. Berechnet man z.B. die Kreuzvalidierungsfunktion fiir N, = 100 verschiedene
Werte, so miissen bereits fiir eine Realisation 12700 Spektralschidtzungen berechnet
werden. Soll ein Kreuzvalidierungskriterium mit Hilfe einer Simulation von 100 Wie-
derholungen untersucht werden, so miissen bereits iiber eine Million Spektren, ndmlich
12700 x 100 = 1270000 berechnet werden. So verwundert es nicht, dal sich z.B.
HURVICH[1985] in seiner Simulationsstudie auf die Werte N, = 24 und n,, = 49 bei
40 Versuchswiederholungen beschrinkt. Da wie oben bereits angegeben wurde, das
Auftreten von lokalen Minima nicht ausgeschlossen werden kann, kénnen auch keine
schnellen Optimierungsalgorithmen wie z.B. der Golden-Section-Search-Algorithmus
(vgl. z. B. PRESS ET AL.[1992, S. 397ff] ) eingesetzt werden, was die Anzahl der Funk-
tionsbewertungen N, erheblich reduzieren konnte. Vielmehr ist es erforderlich, fiir
ein Intervall [Vpin, Vinaz] die Kreuzvalidierungskriterien fiir eine hinreichend groe Zahl
von Werten zu berechnen. Da ein Hauptanwendungsgebiet von automatischen Spek-
tralschiatzungen in der standardisierten Bearbeitung von Massendaten liegt, kommt
dem Faktor Rechenaufwand erhebliche Bedeutung zu. Um genauere Vorstellungen von
dem tatséchlich erforderlichen Zeitaufwand fiir die Berechnung der Kreuzvalidierungs-
kriterien zu erhalten, wurden zunéchst einzelne Realisationen des AR(4)-Prozesses

(6.8) aus Abschnitt 6.1 herangezogen. Dabei wurden die folgenden Werte verwandt:



155

N = 256, Ng = 128, n, = 127, N, = 75. Der Zeitaufwand fiir die Berechnung der
Kreuzvalidierungskriterien (6.13) und (6.14) an 75 Punkten variierte in Abhéngigkeit
von der gewihlten Methode (Daniell-Schétzer, iterative Hamming-Filterung) und der
spezifischen Implementierung zwischen ca. 15 und 30 Minuten. Die Berechnungen wur-
den mit GAUSS 3.0 auf einem 386-PC (33 MHz) durchgefiithrt. Fiir eine Simulation
mit 100 Wiederholungen ergibt sich damit im giinstigten Fall, wenn fiir eine Realisa-
tion nur 15 Minuten Rechenzeit benotigt werden, eine Gesamtrechendauer von ca. 25
Stunden. Auch wenn sich mit géngigen, leistungsfihigeren Prozessoren die Rechen-
zeiten auf ein Drittel reduzieren lassen, bleibt der Aufwand beachtlich. Dies gilt erst
recht fiir langere Zeitreihen. Wahrend lange Zeitreihen frither nur in den Naturwissen-
schaften zu finden waren, so stehen heute auch fiir 6konomische Fragestellungen sehr
lange Zeitreihen zur Verfiigung. So hat z.B. die Firma Olsen & Associates aus Ziirich
fiir 6konomische Forschungszwecke den Hochfrequenzdatensatz HFDF93 zusammenge-
stellt, bei dem einzelne Zeitreihen mehrere hunderttausend Beobachtungen umfassen.
Selbst nach zeitlicher Aggregation konnen diese Reihen leicht mehrere tausend Werte
umfassen. Grundsétzlich scheinen die ”Leave-One-Out”-Kreuzvalidierungsverfahren
im Frequenzbereich durch folgendes Dilemma gekennzeichnet zu sein: Aufgrund des
Rechenaufwandes sind sie eher fiir kleine Stichprobenumféinge geeignet. Dem steht
das Problem der Stichprobenvariabilitidt entgegen, was wiederum grofle Stichproben-
umfinge erforderlich machen kann. Detaillierte Untersuchungen hierzu liegen nicht

Vvor.

Ein weiteres Problem der ”Leave-One-Out”-Kreuzvalidierungskriterien besteht darin,
daf} sie unmittelbar nur mit direkten Spektralschiatzern angewandt werden konnen.
HuRrvICH[1985] erweitert das Konzept auch auf autoregressive und indirekte Spek-
tralschitzer indem er u.a. mit einem geeigneten ” Leave-One-Out”-Periodogramm unter
Verwendung der inversen Fourier-Transformation ”Leave-One-Out”-Autokovarianzen
definiert. Da wie gezeigt wurde, bereits ” Leave-One-Out”-Kreuzvalidierung bei direk-
ten Spektralschitzungen sehr aufwendig sein konnen, wird dieser Ansatz hier nicht
weiter verfolgt. Wie weiter unten ausgefithrt wird, existiert eine Klasse von Modell-
selektionskriterien, die ohne grofien Rechenaufwand sowohl mit direkten als auch mit

indirekten Spektralschétzern angewandt werden konnen.

Da fiir die Simulationsstudien in Abschnitt (6.3) keine Kreuzvalidierungskriterien ver-
wandt werden, sollen das WH- und CVLL-Kriterium hier zumindest mit Hilfe einer klei-

nen Simulationstudie charakterisiert werden. Hierzu wurde auf den AR(4)-Proze$ (6.8)
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aus Abschnitt 6.1 zuriickgegriffen und 40 Realisationen der Lange N = 256 erzeugt,
wobei jeweils 128 Einschwingwerte beriicksichtigt wurden. Es wurden unter Verwen-
dung der iterativen Hamming-Filterung direkte Spektralschiatzungen berechnet. Das
Periodogramm, von dem die ”Leave-One-Out”-Periodogramme abgeleitet wurden, war
jeweils mit Hilfe der schnellen Fouriertransformation berechnet worden. Bei Anwen-
dung der iterativen Hamming-Filterung wird der Modellselektionsparameter v lediglich
indirekt tiber die Anzahl der Iterationen vorgeben. Der Zusammenhang zwischen der
Anzahl der iterativen Glattungen und den entsprechenden dquivalenten Zahlen von
Freiheitsgraden ist in Abbildung 6.3 dargestellt. Einer einmaligen Glattung mit dem
Hamming-Filter entspricht eine dquivalente Zahl von Freiheitsgraden von v = 5.33, bei
75 iterativen Glattungen betragt v = 43.45.

Analog wie in Abschnitt 6.1 wurden Schétzungen fiir die Erwartungswerte von WH(v),
CVLL(v) sowie der global korrigierten Diskrepanz dcg a a2(f, f,) dadurch ermittelt,
daf} fiir jeden von insgesamt 75 verschiedenen Werten fiir v iiber 40 Realisationen
gemittelt wurde. Die Ergebnisse sind in Abb. 6.4 (a) - (c¢) dargestellt. Alle drei Kur-
venverlaufe besitzen im Bereich 5.33 < v < 43.45 ein globales Minimum, weitere lokale
Minima liegen nicht vor. Der Kurvenverlauf fiir die Referenzdiskrepanz besitzt ein Mi-
nimum fiir v = 27.96, was 31 iterativen Gléttungen entspricht (vgl. Abb. 6.4 (a)). Bei
dem WH-Kriterium liegt das Minimum bei v = 15.95 (10 iterative Glattungen). Fir
das CVLL-Kriterium ergibt sich fiir v = 30.96 (37 iterative Glattungen) ein Minimum.
Die Minima der Kurvenverlaufe fiir die Referenzdiskrepanz und dem CVLL-Kriterium
liegen sehr nahe zusammen. Es kann angenommen werden, daf§ zumindest im Mit-
tel mit dem CVLL-Kriterium Spektralschidtzungen erzielt werden, die nahezu optimal
beziiglich der global korrigierten Diskrepanz dcg o a2(f, ﬁ,) sind. Bei automatischen
Spektralschiatzungen unter Verwendung des WH-Kriteriums ist dagegen eine erhebli-
che Untergldttung der Spektralschiatzungen zu erwarten. Es ist allerdings zu beachten,
dafl nur ein spezieller datengenerierender AR(4)-Proze8 betrachtet worden war. Mafe
zur Evaluierung der Stichprobenvariabilitét waren ebenfalls nicht beriicksichtigt wor-
den. FKine genauere Analyse von Kreuzvalidierungskriterien im Frequenzbereich ist

erstrebenswert, kann aber im Rahmen dieser Arbeit nicht geleistet werden.

Anwendungen und Erweiterungen der Kreuzvalidierungskriterien im Frequenzbereich
sind z.B. automatische Prognoseverfahren im Frequenzbereich (vgl. HURVICH[1987]),
sowie Verfahren fiir die nichtparametrische Regression bei autokorrelierten Stortermen

(vgl. HurvVICH/ZEGER[1990]).
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Um die rechenintensive Kreuzvalidierung zu vermeiden, entwickelten HURVICH / BEL-
TRAO[1990] ein Kriterium, das in HURVICH[1992] ausfiihrlicher dargestellt wird. Es
hat sich aber gezeigt, dafl ihre Weiterentwicklung des CVLL-Kriteriums vom Grund-
aufbau her sehr viel Ahnlichkeit mit Kriterien besitzt, die bereits von HANNAN /Ris-
SANEN[1988] als nichtparametrische ad hoc Modellselektionskriterien vorgeschlagen
wurden. Fine kurze heuristische Herleitung einer kreuzvalidierungsfreien Variante des
CVLL-Kriteriums ergibt sich wie folgt (HURvVICH/BELTRAO[1990], HURVICH[1992]):

Approximiert man im Erwartungswert der Kreuzentropie,

(6.16) ES(f,f)=E /_ 00'.55 [m fw) + L (W)] dw

fu(w)

das Integral beziiglich w durch eine Riemannsumme, so erhélt man

f ~ i S n f Wk f(wk)
(6.17) ES( )~ B 3 o) + L,
bzw.
(6.18) ES(f, f.) ~ B Zln Folwr) —|—E Zf ; ))

Da sich die Verteilung eines direkten oder indirekten Spektralschétzers ﬁ, approximativ
angeben l&8t als (vgl. Abschnitt 4.2, (4.30) und Abschnitt 4.3, (4.47))

]Eu(wk) ~ (1/V)fV(wk)Xz2/7

folgt mit E(1/x2) =1/(v — 2)

N 1 X v v
6.19 ~ — = .
( ) zz: folw ) N kz::l v—2 v-—2
Daraus ergibt sich, da} das Kriterium,
CVLL2(v Z In f, (@) + ——.

ein approximativ unverzerrter Schétzer von ES(f, fv) ist. Damit entspricht die Mi-
nimierung des CVLL2-Kriteriums approximativ einer Minimierung der Kreuzentropie
S(f, f») sowie der Kullback-Leibler-Information KLIC(f, f,).
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Ist die Zahl der Frequenzpunkte, an denen die Spektralschéitzung berechnet wird, grofier
als die Zahl der Fourierfrequenzen, so ist zu beachten, daf3 die dquivalente Zahl von
Freiheitsgraden mit den in Abschnitt 4.2 angebenen Korrekturen zu berechnen ist.
HurvicH/BELTRAO[1990] verwenden eine andere Variante des CVLL2-Kriteriums, die
aber beziiglich der Minimierungseigenschaften dquivalent zu der hier vorgestellten Ver-
sion ist. Bei HURVICH[1992] wird diese minimierungsidquivalente Variante als AICC
bezeichnet, da sie, ebenso wie das im Zeitbereich definierte AICC, einer Minimierung
der Kullback-Leibler-Information entspricht. Um diesem Sprachgebrauch entgegenzu-
kommen, aber gleichzeitig den Unterschied der Modellselektionskriterien hervorzuhe-
ben, wird das CVLL2-Kriterium im weiteren als FAICC bezeichnet werden, d.h. es soll
gelten:

v

(6.20) FAICC(v) = CVLL2(v) — % S f () + —
k=1

v—2

Das FAICC kann auf interessante Art und Weise in Analogie zu den im Zeitbereich de-

finierten Modelselektionskriterien AIC, AICC, SIC, HQ und FPE interpretiert werden.
2

€

Nach der Formel von Kolmogorov gilt fiir die Innovationsvarianz o’ eines schwach
stationdren stochastischen Prozesses {X;}, fiir den eine kausale MA (co)-Darstellung

existiert (vgl. Abschnitt 3.3, (3.32)),

0.5
(6.21) o~ exp[/_o . In f(w)dw],
bzw.

0.5
(6.22) Ino? = /_0 . In f(w)dw.

Mit einer Riemannsummen-Approximation und Ersatz der theoretischen Grofien durch

geschétzte GroBlen ergibt sich

1 &
(6.23) In6? = N > In fi(wk).
k=1

Damit kann der erste Term des FAICC genauso wie bei Kriterien im Zeitbereich als

Term interpretiert werden, der die Anpassungsgiite des nichtparametrischen Modells
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f, an die Daten mift. Der zweite Term des FAICC, v/(v — 2) kann nun ebenfalls
in Analogie zu den Kriterien im Zeitbereich als Straffunktion fiir zusétzliche , Para-
meter” interpretiert werden, wobei allerdings folgende Unterschiede zu beachten sind:
Eine sehr glatt verlaufende Spektralschétzung ist als Modell mit wenigen Parametern
zu interpretieren, eine rauhe Spektralschidtzung mit zahlreichen Peaks ist als Modell
mit einer groflen Zahl von Parametern zu interpretieren. Damit entspricht eine glatte
Spektralschiatzung mit einer groflen Zahl dquivalenter Freiheitsgrade bzw. einer groflen
dquivalenten Bandbreite (EBW) einem parametersparsamen Modell. Umgekehrt ent-
spricht eine rauhe Spektralschéitzung mit einer kleinen Zahl von &dquivalenten Frei-
heitsgraden bzw. einer kleinen dquivalenten Bandweite einem Modell mit groBziigiger
Parametrisierung. Soll die Abhéngigkeit des nichtparametrischen Modellselektionskri-
teriums FAICC(v) von der dquivalenten Zahl der Freiheitsgrade v ganz in Analogie zur
Modellordnung p fiir autoregressive Spektralschétzer formuliert werden, ist als Argu-
ment eigentlich der Kehrwert von v vorzuziehen. Kleine Werte von 1/v entsprechen
einem parametersparsamen Modell, groe Werte von 1/v entsprechen einem Modell
mit vielen Parametern.

Mit der Interpretation von 1/v als nichtparametrischem Modellselektionsparameter
liegt es nahe, in Analogie zu den entsprechenden Kriterien im Zeitbereich, die folgenden

nichtparametrischen Modellselektionskriterien zu formulieren:

(6.24) FAIC(v Z In £, (wr)
In N
(6.25) FSIC(v Z In f, (wi) + n—
(6.26) FHQ(v Z In f,(wp) + 2SN e o> 1
14

Nichtparametrische Modellselektionskriterien, die unmittelbar auf einer geeigneten Straf-
funktion in Abhé#ngigkeit von einem Modellselektionsparameter basieren, sollen im
weiteren als strafende nichtparametrische Modellselektionskriterien bezeichnet werden.
Wenn der Zusammenhang klar ist, wird auch einfach von strafenden Kriterien gespro-

chen.
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Anzahl der

EDF, v | Iterationen
degan2(f, fu) | 27.96 31
FAIC(v) | 15.95 10
FAICC(v) | 18.84 14
FSIC(v) | 28.85 33
FHQ(v) | 22.49 20

Tabelle 6.1:  Vergleich der globalen Minima

FAIC und FSIC wurden bereits von HANNAN/RISSANEN[1988] als ad hoc Kriterien
vorgeschlagen. Fiir die Anwendungen des FHQ-Kriterium in dieser Arbeit wird, wie
bei dem analogen Kriterium im Zeitbereich, ¢ = 1 gesetzt. Die Konstruktion zahl-
reicher weiterer direkter Kriterien ist moglich. Es liegen allerdings keine theoretischen
Aussagen dariiber vor, welche Optimalitédtseigenschaften die Kriterien FAIC, FSIC und
FHQ besitzen. Im Rahmen dieser Arbeit erfolgt im wesentlichen eine experimentelle

Evaluierung mit Hilfe von Simulationen.

Um zumindest einen groben Vergleich mit den Kreuzvalidierungskriterien zu ermégli-
chen, wurden mit dem gleichen AR(4)-ProzeB, der fiir die Erstellung der Abbildungen
6.4 zugrundegelegt wurde, weitere 40 Realisationen erzeugt und mit Hilfe der itera-
tiven Hamming-Filterung fiir 75 Werte von v direkte Spektralschdtzungen berechnet.
Analog wie fiir die Kreuzvalidierungskriterien wurden Schétzungen fiir die Erwartungs-
werte von deg a a2(f, f), FAIC(v), FAICC(v), FSIC(v), FHQ(v) ermittelt. Die Kur-
venverldufe sind in Abbildung 6.5 (a) bis (d) wiedergegeben, in Tabelle 6.1 ist die
genaue Lage der globalen Minima zusammengefa3t. Der Kurvenverlauf fiir die Refe-
renzdiskrepanz dcg a a2(f, ﬁ,) unterschied sich so geringfiigig von der bereits in Abb.
6.4 (a) dargestellten Funktion, daf8 auf eine Darstellung verzichtet wurde, insbesondere

lag das Minimum wiederum bei v = 27.96 bzw. 31 iterativen Gléattungen.

Die beste Ubereinstimmung mit der Referenzdiskrepanz erzielt FSIC, das mit 33 ite-
rativen Glattungen im Vergleich zur Referenzdiskrepanz mit 31 iterativen Glattun-

gen, geringfiigig iiberglattet. Mit den anderen Kriterien ergeben sich rauhere Spek-
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tralschiatzungen, bei Anwendung des FAIC sind die rauhesten Spektralschiatzungen zu
erwarten. Vergleicht man den Kurvenverlauf des CVLL-Kriteriums aus Abb. 6.4 (c)
mit den Kurvenverldufen der Abbildungen 6.5 (a) bis (d) so fillt auf, dal entgegen den
Erwartungen nicht der Kurvenverlauf des FAICC die beste Ubereinstimmung zeigt,
sonderen der Kurvenverlauf des FSIC. Dies ist ein klarer Hinweis darauf, zwischen
dem Kreuzvalidierungskriterium CVLL und dem strafendem Kriterium FAICC streng
zu unterscheiden, obwohl beide in engem Zusammenhang stehen.

Als Vorteil der strafenden Kriterien im Vergleich zu den ”Leave-One-Out”-Kreuzva-
lidierungskriterien ergibt sich zunéchst, dafl die strafenden Kriterien lediglich einen
geringen Bruchteil der Rechenzeit benétigen, der fiir die Kreuzvalidierungskriterien
erforderlich ist. Fiir das oben angegebene Rechenbeispiel mit N = 256, n, = 127
und N, = 100 sind fiir eine Realisation statt N, x n, = 12700 Spektren lediglich
N, = 100 Spektren zu berechnen. Da die strafenden Kriterien kein ”Leave-One-Out”-
Periodogramm erfordern und die &dquivalente Zahl von Freiheitsgraden auch fiir in-
direkte Spektralschitzer definiert ist (vgl. z.B. Tabelle 4.2), kénnen diese Kriterien
auch unmittelbar mit den indirekten Spektralschétzern bei sehr geringem Rechenautf-
wand eingesetzt werden. Dariiberhinaus kann fiir spezielle Anwendungen der trade-off
zwischen Anpassungsgiite und Straffunktion beliebig durch die Wahl verschiedener
Straffunktionen vorgegeben werden.

Der Nachteil, daf§ fiir die ad hoc Kriterien keine theoretischen Ergebnisse beziiglich ih-
rer Optimalitédtseigenschaften vorliegen, ist von untergeordneter Bedeutung. Wie sich
bei der Diskussion der parametrischen Modellselektionskriterien im Zeitbereich gezeigt
hatte, war es auch mit theoretischen Ergebnissen beziiglich der Optimalitétseigenschaf-

ten nicht moglich, einem bestimmten Kriterium allgemeinen Vorrang zu geben.
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Abb. 6.1: (a) Spektrum des AR(4)-Prozesses (6.8), (b) Schiitzung fiir E[dcya a2(f, f,)],
gemittelt iiber 100 Realisationen des AR(4)-Prozesses (6.8) mit N = 32.
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Abb. 6.2: Vergleich von unkorrigierten und korrigierten Modellselektionskriterien anhand
von 100 Realisationen des AR(4)-Prozesses (6.8) mit N = 32, Ny = 128. Minimum der

Referenzdiskrepanz: pr,. = 4.
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(e) HQ(p) (f) HQC(p)
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Abb. 6.2: (Fortsetzung) Vergleich von unkorrigierten und korrigierten Modellselektionskri-
terien anhand von 100 Realisationen des AR(4)-Prozesses (6.8) mit N = 32, Np = 128.

Minimum der Referenzdiskrepanz: p,,;, = 4.
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6.3: Zahl der dquivalenten Freiheitsgrade (EDF) bei iterativer Anwendung des
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(a) dea,a,n2(f, fu)
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Abb. 6.4: Schitzungen fiir E[dcy o n2(f, f,)], E[WH(v)], E[CVLL(v)], gemittelt iiber 40
Realisationen des AR(4)-Prozesses (6.8) mit N = 256, Ny = 128. Direkte Spektralschéitzun-

gen mit iterativer Hamming-Filterung.
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Abb. 6.5: Schitzungen fiir E[FAIC(v)|, E[FAICC(v)], E[FSIC(v)], E[FHQ(v)] gemittelt
iiber 40 Realisationen des AR(4)-Prozesses (6.8) mit N = 256, Np = 128, N, = 129. Direkte

Spektralschidtzungen mit iterativer Hamming-Filterung. Minimum der Referenzdiskrepanz:

v = 27.96.
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6.3 Simulation

Anhand von drei autoregressiven Prozessen und einem MA-Prozefl erfolgt in diesem
Abschnitt ein Vergleich von nichtparametrischen und parametrischen Modellselektions-
kriterien fiir autoregressive, direkte und indirekte Spektralschiatzungen. Die charakte-
ristischen Polynome der drei AR-Prozesse und des MA-Prozesses, fiir die geeignete

Kurzbezeichnungen vergeben werden, lauten:

(Four-Peak)

(6.27) d(z) = (1—0.95e2m(025/3),=1)(] — .95¢127(0-25/3) ,=1)
(1 _ 0.956i2w(0'50/3)2_1)(1 _ 0.956_&7‘—(0'50/3)2_1)
(1 _ 0.956i2w(1.00/3)2_1)(1 _ 0.956_&7‘—(1'00/3)2_1)
(1 _ 0.956i2w(1.25/3)2_1)(1 _ 0.956_&7‘—(1'25/3)2_1)
= 14 0.8145127% +0.6634227%,
(Smooth)
(6.28) #(z) = (1—0.2"127) (1 - 0.2e72m1 71
= 1-—0.323612"" +0.04272,
(One-Peak)

1—0. 26—127r0 063Z—1

(
(1 0 4 —1270. 1252—1
(

1—0. 26127r0 063Z—1 )
)
1 0 6 —1270.188 —1)
)

(6.29) ¢(2) =
1 — 0.4¢i270-125 ,—1

z z

( )
( )
(1 6 1270.188 —1)

12m0. 250 -1 —1270. 250 -1
(1-0.8¢ )(1—0.8¢

= 1.00000 — 1.394462" + 1.83853272 — 1.498742~3 + 0.95826~~*
—0.4203927° + 0.1246727% — 0.020722~7 + 0.0014728

(MA-Smooth)

(6.30) 0(z) = 1+0.9527".
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Die Spektren der vier Prozesse sowie die Lage der Wurzeln der charakteristischen Po-
lynome gegeniiber dem Einheitskreis sind in den Abbildungen 6.6 (a) und (b), 6.12 (a)
und (b), 6.18 (a) und (b) sowie 6.24 (a) und (b) dargestellt. Das Spektrum des Four-
Peak-Prozesses (6.27) enthélt vier ausgeprigte Peaks, die symmetrisch um die Frequenz
w = 0.25 verteilt sind. Wie Gleichung (6.27) bzw. Abb. 6.6 (a) zu entnehmen ist, wurde
auf einen deutlichen Abstand der vier Peakfrequenzen geachtet, so daf§ auch direkte
und indirekte Spektralschétzer sinnvolle Ergebnisse erzielen kénnen. Der Smooth-
Prozel (6.28) ist ein AR(2)-Prozef}; dessen Spektrum monoton von einem Maximum
bei w = 0 bis zu einem Minimum bei w = 0.5 abféllt. Der One-Peak-Prozef (6.29)
ist wiederum ein AR(8)-Prozefl; wobei aber drei von vier Wurzelpaaren so gewahlt
wurden, dafl sie weit im inneren des Einheitskreises liegen. Entsprechend besitzt das
Spektrum des One-Peak-Prozesses nur einen einzigen breiten Peak, die Koeffizienten
des charakteristischen Polynoms fallen ab Lag drei in etwa exponentiell ab, die Koeffi-
zienten zum Lag sieben und zum Lag acht sind bereits sehr nahe bei Null. Sowohl bei
dem Smooth-Prozef (6.28) als auch bei dem One-Peak-Prozel (6.29) ist zu erwarten,
daf} die parametrischen Modellselektionskriterien Ordnungen p ermitteln, die unterhalb
der vorgegebenen ,, wahren“ Modellordnung p liegen. Das Spektrum des MA-Smooth-
Prozesses (6.30) fillt ebenso wie das Spektrum des (AR-)Smooth-Prozesses monoton
von einem Maximum bei w = 0 bis zu einem Minimum bei w = 0.5, jedoch ist das

Steigungs- und Kriimmungsverhalten der beiden Spektren sehr unterschiedlich.

Zur Evaluierung der Modellselektionskriterien wurde wie folgt vorgegangen: Zunéchst
wurden die Verfahren Forward-Linear-Prediction (FLP), iteratives Hamming und die
Parzen-Schitzung als autoregressives, direktes bzw. indirektes Schétzverfahren aus-
gewahlt. Das iterative Hamming-Verfahren soll im weiteren auch abgekiirzt einfach
als Hamming-Verfahren bezeichnet werden. Fiir die FLP-Methode wurden die Mo-
dellselektionskriterien AIC, AICC, SIC sowie das HQ-Kriterium herangezogen, wobei
einheitlich fiir alle Prozesse als maximale Modellordnung p,,... = 20 festgelegt wurde.
Fiir den direkten und indirekten Schéitzer wurden als nichtparametrische Modellselek-
tionskriterien das FAICC sowie die ad hoc Kriterien FAIC, FSIC und FHQ gewéahlt.
Die Bereiche fiir die dquivalente Zahl von Freiheitsgraden wurde in Abhéngigkeit von
den datenerzeugenden Prozessen unterschiedlich festgelegt. Die Grenzen lagen bei dem
Four-Peak- und One-Peak-Prozef ca. im Intervall (5.0 < v < 45.0), bei dem Smooth-
Prozef ca. im Intervall (5.0 < v < 100.0) und bei dem MA-Smooth-Prozef§ ca. im

Intervall (5.0 < v < 60.0). Das Hamming-Verfahren erwies sich insbesondere bei dem
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Smooth-Prozef} als sehr rechenintensiv, da fiir eine dquivalente Zahl von Freiheitsgraden
mit v = 100 ca. 400 iterative Glattungen erforderlich waren. Aus Zeitgriinden wurde
allerdings darauf verzichtet, mit weiteren direkten Schétzern zu experimentieren. Von
jedem Prozefl wurden fiir den Stichprobenumfang N = 128 jeweils 100 unabhéngige
Realisationen erzeugt, wobei jeweils Ng = 128 Einschwingbeobachtungen beriicksich-

tigt wurden.

Zur Beurteilung der automatischen Schéatzverfahren wurden die folgenden Kriterien

herangezogen:

Zum einen erfolgte fiir jeden datenerzeugenden ProzeB und jedes Schétzverfahren
ein graphischer Vergleich der Schétzungen fir E[AIC(p)], E[AICC(p)], E[SIC(p)],
EHQ(p)] bzw. E[FAIC(v)], E[FAICC(v)], E[FSIC(v)]|, E[FHQ(v)] mit den Schétzun-
gen fiir die Erwartungswerte der Referenzdiskrepanzen, FE[dcya a2(f, fp)] (FLP-
Schiitzung) bzw. E[dcyan2(f, f,)] (Hamming- und Parzen-Schitzung). Dieser Ver-
gleich ermoglicht Aussagen dariiber, ob ein Bias zwischen der Lage der globalen Mi-
nima der Kurvenverldufe fiir die Modellselektionskriterien und der Lage der globalen
Minima der Kurvenverlaufe fiir die Referenzdiskrepanzen besteht. Anhand eines Bias
kann auch eine Tendenz zur Uber- oder Unterglittung eines Modellselektionskriteriums
festgestellt werden. Die Ergebnisse fiir die drei AR-Prozesse und den MA(1)-Proze8
sind in den folgenden Abbildungen dargestellt:

Four-Peak-Prozef: Abb. 6.7 ( (
Abb. 6.9 (a) - (

Smooth-Prozefi: Abb. 6.13 (a) - ( (
Abb. 6.15 (a) - (d), Abb. 6.16 (a

One-Peak-Prozef: Abb. 6.19 (a) - (c), Abb. 6.20 (a) - (d),

Abb. 6.21 (a) - (d), Abb. 6.22 (a) - (d),

MA-Smooth-Prozefi: ~ Abb. 6.25 (a) - (¢), Abb. 6.26 (a) - (d),

Abb. 6.27 (a) - (d), Abb. 6.28 (a) - (d).

Um die graphische Interpretation zu erleichtern, sind die numerischen Werte der globa-
len Minima der gemittelten Kurvenverlaufe in den Graphiken explizit mit angegeben

worden.

Zum anderen erfolgte fiir jedes der Schétzverfahren sowie fiir die parametrischen bzw.

nichtparametrischen Modellselektionskriterien eine weitere Evaluierung mit Hilfe der
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A

global korrigierten Diskrepanz dcg a a2(f, f). Hierzu wurde fiir jede Realisation, jedes
Schatzverfahren und jedes Modellselektionskriterium die jeweils optimale Schéitzung
fomn bzw. fo  ermittelt und die global korrigierten Diskrepanzen dcy a a2 (f, fp...)
bzw. dega nz(f, fo..) berechnet. Die Ergebnisse sind mit Hilfe von Boxplots, bei
denen jeweils das Minimum, 1. Quartil, Median, 3. Quartil und das Maximum gra-
phisch wiedergegeben werden, in den Abbildungen 6.11 (a) - (c¢) (Four-Peak-Prozef}),
6.17 (a) - (c¢) (Smooth-Prozefl), 6.23 (a) - (c¢) (One-Peak-Prozefl) sowie 6.29 (a) - (c)
(MA-Smooth-Prozel) dargestellt. Damit ist eine unmittelbare Gegeniiberstellung von
parametrischen und nichtparametrischen Schéitzverfahren moglich. Die eng gestrichelte
Hilfsline in diesen Graphiken halbiert jeweils die Ordinatenachse und soll den visuellen

Vergleich erleichtern.

Um einen Gesamtiiberblick der Simulationsergebnisse geben zu kénnen, sind die Me-
dianwerte aus diesen Boxplots in Tabelle 6.2 zusammengefaflt. Da die global korri-
gierten Diskrepanzen dcg a a2(f, f) innerhalb eines relativ grolen Wertebereichs lagen,
war es fiir eine einheitliche Darstellung erforderlich, jeweils die logarithmierten Diskre-

panzen wiederzugeben.

Betrachtet man zunéchst die Ergebnisse fiir die Kurvenverldufe der geschitzten Er-
wartungswerte der verschiedenen parametrischen und nichtparametrischen Modellse-
lektionskriterien so ergeben sich u.a. die folgenden Aussagen: Fiir die FLP-Schétzung
bei dem Smooth- und dem One-Peak-Prozefl weisen die Referenzdiskrepanzen (vgl.
Abb. 6.13 (a), 6.19 (a)) globale Minima bei p* = 1 bzw. p* = 5 auf. Damit erge-
ben sich fiir diese beiden Prozesse bei einem Stichprobenumfang von N = 128 jeweils
optimale Modellordnungen, die unter den vorgebenen ,, wahren“ Modellordnungen von
p = 2 bzw. p = 8 liegen. Die globalen Minima der Kurvenverléufe der Schiatzungen fiir
E[AIC(p)], E[AICC(p)], E[SIC(p)] und E[HQ(p)] stimmen mit den fiir die jeweiligen
Referenzdiskrepanzen ermittelten globalen Minima tiberein (vgl. Abb. 6.20 (a) - (d)
und Abb. 6.14 (a) - (d)). In Ubereinstimmung mit den Referenzdiskrepanzen wird
also die ,wahre“ Modellordnung von allen parametrischen Modellselektionskriterien
fiir den Smooth- und den One-Peak-Prozefl unterschétzt. Dies belegt die in Abschnitt
6.1 vorgetragene Ansicht, dafl bei endlichen Stichproben die ,, wahre“ Modellordnung
eines AR-Prozesses mit endlicher Ordnung p von untergeordneter Bedeutung ist. Fiir
den Four-Peak-Prozel stimmt die von den Referenzdiskrepanzen ausgewiesene opti-
male Modellordnung p;,,., = 8 mit der ,wahren®“ Modellordnung des datenerzeugenden

Prozesses iiberein (vgl. Abb. 6.7 (a)), die geschétzten Erwartungswerte der Modell-
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(F)AIC (F)AICC (F)SIC F(HQ)
FLP -1.57 -1.67 -1.74 -1.70
Four-Peak Hamming | -1.27 -1.25 -0.95 -1.26
Parzen -1.32 -1.29 -0.99 -1.28
FLP -1.90 -2.04 -2.35 -2.25
Smooth Hamming | -1.80 -1.86 -2.18 -2.07
Parzen -1.86 -1.96 -2.19 -2.11
FLP -1.45 -1.52 -1.60 -1.63
One-Peak Hamming | -0.81 -1.02 -1.31 -1.12
Parzen -0.90 -1.06 -1.30 -1.15
FLP -0.61 -0.73 -0.90 -0.84
MA-Smooth | Hamming | -1.08 -1.21 -1.22 -1.30
Parzen -1.14 -1.23 -1.28 -1.36

Tabelle 6.2: Median von logdcy a a2(f, f5,...) bzw. logdcs a a2(f, fo,...), 100 Realisationen
mit N = 128, Ny = 128, N, = 65.

selektionskriterien AIC(p), AICC(p), SIC(p), HQ(p) ermitteln ebenfalls eine optimale
Modellordnung von p,;,, = 8. Bei dem MA-Smooth-Prozef ergeben sich allerdings bei
allen Modellselektionskriterien Abweichungen von der mit Hilfe der Referenzdiskrepanz
ermittelten optimalen Modellordnung von p} .. = 7. Die geringste Abweichung ergibt
sich fiir das HQ-Kriterium, das globale Minimum des Kurvenverlaufes der Schétzung
fiir E[HQ(p)] liegt bei prin = 6 (vgl. 6.25 (a) - (d)).

Damit sind die parametrischen Modellselektionskriterien, was die Ubereinstimmung der
geschétzten globalen Minima mit den geschétzten globalen Minima der Referenzdis-
krepanzen betrifft, fiir die drei datenerzeugenden AR-Prozesse gleichermaflen optimal.
Handelt es sich bei dem datenerzeugenden Prozefl dagegen nicht um einen AR-Prozef3,
wie im Falle des MA-Smooth-Prozesses, dann koénnen sich erhebliche Abweichungen

ergeben.
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Bei den nichtparametrischen Schétzverfahren 1483t sich zunéchst feststellen, dafi sich das
Hamming- und das Parzen-Schéitzverfahren beziiglich der fiir die Referenzdiskrepanzen
ermittelten Kurvenverlaufe bei allen vier Prozessen lediglich geringfiigig unterscheiden
(vgl. Abb. 6.7 (b) und (c), Abb. 6.13 (b) und (c), Abb. 6.19 (b) und (c), Abb. 6.25 (b)
und (c)).

Fiir die nichtparametrischen Modellselektionskriterien bzw. Schétzverfahren ergibt ein
Vergleich der gemittelten Kurvenverlaufe deutliche Unterschiede: Bei dem Smooth-
Prozel und dem One-Peak-Prozef liegen fiir alle Kriterien die ausgewiesenen globalen
Minima unter der anhand der jeweiligen Referenzdiskrepanzen ermittelten optimalen
Zahl von dquivalenten Freiheitsgraden (vgl. Abb. 6.15 (a) - (d), Abb. 6.16 (a) - (d),
Abb. 6.21 (a) - (d), Abb. 6.22 (a) - (d)). Die besten Ergebnisse erzielt bei diesen beiden
Prozessen das ad hoc Kriterium FSIC. Diese Aussage kehrt sich fiir den Four-Peak-
Prozefl um: Das FSIC liefert in diesem Fall die schlechtesten Ergebnisse, wobei die
Lage des optimalen globalen Minimums iiberschéitzt und eine zu grofie Zahl dquivalen-
ter Freiheitsgrade ausgewiesen wird. Die besten Ergebnisse beziiglich der Ubereinstim-
mung der Lage der globalen Minima werden bei dem Four-Peak-Prozef§ mit dem FAIC
(Parzen-Schétzung) bzw. FHQ (Hamming-Schitzung) erzielt (vgl. Abb. 6.9 (a) - (d),
Abb. 6.10 (a) - (d)). Bei dem MA-Smooth-ProzeB ergeben sich sowohl Uber- als auch
Unterschétzungen der Lage des optimalen Minimums (vgl. Abb. 6.27 (a) - (d), Abb.
6.28 (a) - (d)), das beste Ergebnis erzielt das HQ-Kriterium in Kombination mit der
Parzen-Schétzung, wobei die Lage des Minimums der (gemittelten) Referenzdiskrepanz

exakt ermittelt wird.

Der Vergleich der Kurvenverldaufe zur Beurteilung der Modellselektionskriterien kann
damit wie folgt zusammengefafit werden: Sowohl bei bei den parametrischen Modellse-
lektionskriterien als auch bei den nichtparametrischen Modellselektionskriterien ergibt
sich eine Abhéngigkeit des optimalen Modellselektionskriteriums von dem datenerzeu-
genden Prozefl. Beschriankt man die Betrachtung auf die drei datenerzeugenden AR-
Prozesse, dann lassen sich keine Unterschiede zwischen den parametrischen Modellse-
lektionskriterien feststellen. Bei allen vier betrachteten datenerzeugenden Prozessen
gab es mindestens ein nichtparametrisches ad hoc Kriterium, das bessere Ergebnisse
erzielt, als das theoretisch abgeleitete Kriterium FAICC.

Die Beurteilung der Modellselektionskriterien mit Hilfe der global korrigierten Diskre-

panzen dcg a a2(f, ]Eﬁmm) bzw. dcg A p2(f, fl,mn) ergibt u.a. die folgenden Aussagen:

Der Tabelle 6.2 kann zunéchst entnommen werden, daf§ beziiglich der Medianwerte der
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global korrigierten Diskrepanzen das SIC fiir alle vier datenerzeugenden Prozesse die
besten Ergebnisse unter den parametrischen Modellselektionskriterien erzielt. Beriick-
sichtigt man zusétzlich noch die Boxplots 6.11 (a), 6.17 (a) sowie 6.23 (a) und vergleicht
die Stichprobenvariabilitéit der parametrischen Modellselektionskriterien anhand der
Spannweite bzw. dem Interquartilabstand, so ergibt sich insgesamt eine deutliche Uber-
legenheit des SIC, insbesondere im Vergleich zum AIC und AICC. Allerdings besitzen
bei dem MA-Smooth-Prozef die nichtparametrischen Schéatzverfahren bei allen verwen-
deten Modellselektionskriterien geringere Medianwerte der global korrigierten Diskre-
panz.

Bei den nichtparametrischen Modellselektionskriterien 148t sich dagegen kein Krite-
rium finden, das fiir alle vier datenerzeugenden Prozesse gleichermaflen bessere Ergeb-
nisse erzielt (vgl. Tabelle 6.2 sowie Abb. 6.11 (b) und (c), 6.17 (b) und (c), 6.23 (b)
und (c), 6.29 (b) und (c)). Bei dem Four-Peak-Prozef erzielt das ad hoc Kriterium
FAIC beziiglich der Medianwerte der global korrigierten Diskrepanzen die besten Er-
gebnisse, ebenso kann den Boxplots entnommen werden, dal das FAIC hinsichtlich der
Stichprobenvariabilitdt mindestens ebenso gut abschneidet wie die anderen nichtpara-
metrischen Kriterien. Die schlechtesten Ergebnisse bei dem Four-Peak-Prozef erzielt
das FSIC. Fiir die glatt verlaufenden Spektren des Smooth- bzw. One-Peak-Prozesses
kehren sich die Aussagen um: Die besten Ergebnisse erzielt das FSIC, die schlechtesten
das FAIC. Besonders auffillig ist hierbei die grofie Stichprobenvariabilitit des FAIC
bei Anwendung der Hamming-Schétzung (vgl. Abb. 6.17 (b) und 6.23 (b)). Bei dem
MA-Smooth-Prozefi werden mit dem HQ-Kriterium die besten Ergebnisse beziiglich
der Medianwerte der global korrigierten Diskrepanz erzielt (vgl. Tabelle 6.2). Auch bei
dem MA-Smooth-Prozef} fillt die grofle Stichprobenvariabilitdt des FAIC bei Anwen-
dung der Hamming-Schétzung auf (vgl. Abb. 6.29 (b)). Ebenso wie bei der Analyse
der gemittelten Kurvenverldufe der global korrigierten Diskrepanzen kann festgestellt
werden, daf fiir jeden datenerzeugenden Prozefl mindestens ein nichtparametrisches

ad hoc Kriterium existiert, das bessere Resultate erzielt als das theoretisch fundierte
FAIC.

Die Simulationsergebnisse konnen damit wie folgt zusammengefafit werden. Bei den
parametrischen Modellselektionskriterien erzielt das SIC, unabhéngig von dem daten-
erzeugenden Prozef3; die besten Ergebnisse. Allerdings zeigt das Beispiel des MA-
Smooth-Prozesses, dafl wenn es sich bei dem datenerzeugenden Prozefl nicht um einen

autoregressiven Prozefl handelt, mit den nichtparametrischen Schéitzverfahren bessere
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Ergebnisse erzielt werden koénnen.

Beschriankt man sich auf einen Vergleich der nichtparametrischen Modellselektionskri-
terien, so kann kein gleichméflig bestes Kriterium ermittelt werden. In Abhéngigkeit
von dem datenerzeugenden Prozefl kénnen entweder mit dem ad hoc Kriterium FAIC,
dem ad hoc Kriterium FSIC oder dem ad hoc Kriterium FHQ die besten Ergebnisse
erzielt werden. Damit setzt die Anwendung der nichtparametrischen Modellselekti-
onskriterien a priori Information iiber das Spektrum des datenerzeugenden Prozesses
voraus. Kann z.B. davon ausgegangen werden, daf} es sich um ein relativ glatt verlau-
fendes Spektrum ohne sehr stark ausgepriagte Peaks handelt, dann ist bei Anwendung
eines nichtparametrischen Schétzverfahrens das Kriterium FSIC oder FHQ empfeh-
lenswert.

Bei der Interpretation der Ergebnisse ist allerdings zu beachten, dafl Aussagen, die le-
diglich auf Simulationsergebnissen beruhen, keine Allgemeingiiltigkeit besitzen kénnen.
Es ist auch nochmals besonders darauf hinzuweisen, dafl spezielle Fragestellungen die
Anwendung besonderer Diskrepanzmafe erforderlich machen kénnen (vgl. Kapitel 5).
Insgesamt kann jedoch festgestellt werden, dafl die optimale Auswahl eines automati-
schen Spektralschitzverfahrens a priori Information iiber den datenerzeugenden Prozefl
notwendig macht. Dementsprechend ist bei praktischen Anwendungen darauf zu ach-
ten, moglichst viel a priori Information bei der Auswahl eines Schétzverfahrens bzw.

Modellselektionskriteriums einflie3en zu lassen.
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Abb. 6.6: (a) Theoretisches Spektrum des AR/(8)-(Four-Peak)-Prozesses (6.27), (b) Lage

der Wurzeln gegeniiber dem Einheitskreis
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Abb. 6.7:  Referenzdiskrepanzen, Schitzungen fiir E[dco s a2(f, f)], gemittelt iiber 100
Realisationen des AR(8)-(Four-Peak)-Prozesses (6.27) mit N = 128, Np = 128, N,, = 65.
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Vergleich von Modellselektionskriterien, FLP-Methode, Schétzungen fiir

E[AIC(p)], E[AICC(p)], E[SIC(p)], E[HQ(p)] gemittelt iiber 100 Realisationen des AR(8)-
(Four-Peak)-Prozesses (6.27) mit N = 128, Ny = 128, N, = 65. Minimum der Referenzdis-

krepanz: py,., = 8.
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Abb.  6.9: Vergleich von Modellselektionskriterien, iteratives Hamming-Verfahren,

Schétzungen fir E[FAIC(v)], E[FAICC(v)], E[FSIC(v)], E[FHQ(v)] gemittelt iiber 100 Rea-
lisationen des AR(8)-(Four-Peak)-Prozesses (6.27) mit N = 128, Ny = 128, N, = 65. Mini-
= 8.87.

mum der Referenzdiskrepanz: *

min
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Abb. 6.10:  Vergleich von Modellselektionskriterien, Parzen-Schétzer, Schitzungen fiir
E[FAIC(v)], E[FAICC(v)], E[FSIC(v)], E[FHQ(v)] gemittelt iiber 100 Realisationen des
AR(8)-(Four-Peak)-Prozesses (6.27) mit N = 128, Np = 128, N, = 65. Minimum der

Referenzdiskrepanz: 0. = 8.05.

min
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Abb. 6.11:  Vergleich von parametrischen und nichtparametrischen Modellselektionskri-
terien, Boxplots (Minimum, 1. Quartil, Median, 3. Quartil, Maximum) basierend auf 100
Realisationen des AR(8)-(Four-Peak)-Prozesses (6.27) mit N = 128, Np = 128, N, = 65.
Die Diskrepanz wurde fiir alle Kriterien jeweils mit der entsprechenden optimalen Spek-

tralschitzung fiir jede Realisation berechnet.
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Abb. 6.12: (a) Theoretisches Spektrum des AR(2)-(Smooth)-Prozesses (6.28), (b) Lage der

Wurzeln gegeniiber dem Einheitskreis
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Abb. 6.13: Referenzdiskrepanzen, Schitzungen fiiv E[dcy o a2(f, f)], gemittelt iiber 100
Realisationen des AR(2)-(Smooth)-Prozesses (6.28) mit N = 128, Ny = 128, N, = 65.
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Abb.  6.14: Vergleich von Modellselektionskriterien, FLP-Methode, Schitzungen fiir
E[AIC(p)], E[AICC(p)], E[SIC(p)], E[HQ(p)] gemittelt tiber 100 Realisationen des AR(2)-
(Smooth)-Prozesses (6.28) mit N = 128, Ny = 128, N, = 65. Minimum der Referenzdiskre-

panz: p.. = 1.
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Abb. 6.15:  Vergleich von Modellselektionskriterien, iteratives Hamming-Verfahren,
Schétzungen fir E[FAIC(v)], E[FAICC(v)], E[FSIC(v)], E[FHQ(v)] gemittelt iiber 100 Rea-
lisationen des AR(2)-(Smooth)-Prozesses (6.28) mit N = 128, Np = 128, N,, = 65. Minimum

der Referenzdiskrepanz: 0. = 82.85.

min
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Abb. 6.16: Vergleich von Modellselektionskriterien, Parzen-Schiitzer, Schitzungen fiir
E[FAIC(v)], E[FAICC(v)], E[FSIC(v)], E[FHQ(v)] gemittelt iiber 100 Realisationen des
AR(2)-(Smooth)-Prozesses (6.28) mit N = 128, Ny = 128, N, = 65. Minimum der Refe-

renzdiskrepanz: 7% . = 79.15.

min



187

(a) deg.a a2 (f, fin ), FLP

4.0
3.0 _
% 2.0 — =
@ 1.0 —
ﬁ O O e e e A R -
)
= | T |
Q
— =20 + —
3.0 |- | | if‘ .
—4.0 T T I T
AIC AICC SIC HQ
(b) dCQ,A,AQ(fa fﬂmm)7 Hammlng
4.0
3.0 T —
% 2.0 — =
@ 1.0 —
ﬁ 0.0 [ [ ------------------------------------------------------ —
)
o —L0 - T —
Q
-3.0 - I —
—4.0 T T I T
FAIC FAICC FSIC FHQ
(c) dez,a,a2(f, fo,,., ), Parzen
N
=
©
5y
—
o)
2
A
20
Q
=

—4.0
FA|IC FAI|CC FS|IC F}|IQ
Abb. 6.17: Vergleich von parametrischen und nicht-parametrischen Modellselektionskrite-
rien, Boxplots mit Minimum, 1. Quartil, Median, 3. Quartil und Maximum basierend auf
100 Realisationen des AR(2)-(Smooth)-Prozesses (6.28) mit N = 128, Np = 128, N, = 65.
Die Diskrepanz wurde fiir alle Kriterien jeweils mit der entsprechenden optimalen Spek-

tralschitzung fiir jede Realisation berechnet.



188

(a) Spektrum

2.0

1.5 |- -

1.0

0.5

0.0

—0.5

Log-Spektrum

—-1.0

—-1.5

-2.0 | | | |
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Frequenz (w)

(b) Wurzeln

2.0

1.0 -

0.0 -

—2.0 : : :
20 1.0 0.0 1.0 2.0

Abb. 6.18: (a) Theoretisches Spektrum des AR(8)-(One-Peak)-Prozesses (6.29), (b) Lage

der Wurzeln gegeniiber dem Einheitskreis
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Abb. 6.19: Referenzdiskrepanzen, Schitzungen fiir E[dcy a a2(f, f)], gemittelt iiber 100

Realisationen des AR(8)-(One-Peak)-Prozesses (6.29) mit N = 128, Ny = 128, N, = 65.



190

180.0
160.0
140.0
120.0
100.0
80.0
60.0
40.0
20.0
0.0

180.0
160.0
140.0
120.0
100.0
80.0
60.0
40.0
20.0
0.0

Abb.

(a) AIC(p)

180.0
160.0
140.0
120.0
100.0
80.0
60.0
40.0
20.0

' ' 0.0

0 4 8 12 16 20

Ordnung p

(c) SIC(p)

180.0
160.0
140.0
120.0
100.0
80.0
60.0
40.0
20.0

0 4 8 12 16 20

Ordnung p

(b) AICC(p)

0 4 8 12 16 20

Ordnung p

(d) HQ(p)

0 4 8 12 16 20

Ordnung p

6.20: Vergleich von Modellselektionskriterien, FLP-Methode, Schitzungen fiir
E[AIC(p)], E[AICC(p)], E[SIC(p)], E[HQ(p)] gemittelt iiber 100 Realisationen des AR(8)-
(One-Peak)-Prozesses (6.29) mit N = 128, Np = 128, N, = 65. Minimum der Referenzdis-

krepanz: pr.. = 5.
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Vergleich von Modellselektionskriterien, iteratives Hamming-Verfahren,

Schétzungen fir E[FAIC(v)], E[FAICC(v)], E[FSIC(v)], E[FHQ(v)] gemittelt iiber 100 Rea-
lisationen des AR(2)-(Smooth)-Prozesses (6.29) mit N = 128, Np = 128, N,, = 65. Minimum

der Referenzdiskrepanz: 0%

min

= 27.06.
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6.22: Vergleich von Modellselektionskriterien, Parzen-Schétzer, Schiatzungen fiir

E[FAIC(v)], E[FAICC(v)], E[FSIC(v)], E[FHQ(v)] gemittelt iiber 100 Realisationen des
AR(2)-(Smooth)-Prozesses (6.29) mit N = 128, Ny = 128, N, = 65. Minimum der Refe-

renzdiskrepanz: %

= 23.74.

min
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Abb. 6.23: Vergleich von parametrischen und nicht-parametrischen Modellselektionskri-
terien, Boxplots (Minimum, 1. Quartil, Median, 3. Quartil, Maximum) basierend auf 100
Realisationen des AR(8)-(One-Peak)-Prozesses (6.29) mit N = 128, Np = 128, N, = 65.
Die Diskrepanz wurde fiir alle Kriterien jeweils mit der entsprechenden optimalen Spek-

tralschitzung fiir jede Realisation berechnet.
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Abb. 6.24: (a) Theoretisches Spektrum des MA(1)-Prozesses X; = ¢, + 0.95¢,_, (b) Lage

der Wurzel gegeniiber dem Einheitskreis
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Abb. 6.25: Referenzdiskrepanzen, Schitzungen fiiv E[dcy o az2(f, f)], gemittelt iiber 100
Realisationen des MA(1)-(MA-Smooth)-Prozesses X; = ¢, +0.95¢;, _; mit N = 128, Ny = 128,

N, = 65.
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6.26: Vergleich von Modellselektionskriterien, FLP-Methode, Schéitzungen fiir
E[AIC(p)], E[AICC(p)], E[SIC(p)], E[HQ(p)] gemittelt iiber 100 Realisationen des MA(1)-
(MA-Smooth)-Prozesses X; = ¢; + 0.95¢;,_; mit N = 128, Ny = 128, N, = 65. Minimum der

Referenzdiskrepanz: py,.. =T7.
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Abb. 6.27:  Vergleich von Modellselektionskriterien, iteratives Hamming-Verfahren,
Schitzungen fiir E[FAIC(v)], E[FAICC(v)], E[FSIC(v)], E[FHQ(v)] gemittelt iiber 100 Rea-
lisationen des MA(1)-Prozesses X; = ¢ — 0.95¢;_; mit N = 128, Ny = 128, N, = 65.

Minimum der Referenzdiskrepanz: 0%, = 22.49.

min
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Abb. 6.28: Vergleich von Modellselektionskriterien, Parzen-Schitzung, Schitzungen fiir
E[FAIC(v)], E[FAICC(v)], E[FSIC(v)], E[FHQ(v)] gemittelt iiber 100 Realisationen des
MA(1)-Prozesses X; = ¢ — 0.95¢,_; mit N = 128, Ny = 128, N, = 65. Minimum der

Referenzdiskrepanz: %

min

= 21.59.
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Abb. 6.29: Vergleich von parametrischen und nichtparametrischen Modellselektionskrite-
rien, Boxplots (Minimum, 1. Quartil, Median, 3. Quartil, Maximum) basierend auf 100
Realisationen des MA(1)-Prozesses X; = ¢ + 0.95¢;_; mit N = 128, Ny = 128, N, = 65.
Die Diskrepanz wurde fiir alle Kriterien jeweils mit der entsprechenden optimalen Spek-

tralschitzung fiir jede Realisation berechnet.
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6.4 Anwendungsbeispiele

In diesem Abschnitt erfolgt eine Evaluierung der parametrischen bzw. nichtparametri-
schen Modellselektionkriterien AIC, AICC, SIC, SICC bzw. FAIC, FAICC, FHQ, FSIC
anhand jeweils einer Zeitreihe aus Okonomie, Endokrinologie und Astronomie. Eine Be-
urteilung der automatischen Spektralschatzungen erfolgt weitgehend nach pragmatisch-
methodischen Gesichtspunkten, eine substanzwissenschaftliche Interpretation der Er-

gebnisse wird nicht angestrebt.

6.4.1 Okonomie: Festgeldzinsen

Die Reihe fiir den dreimonatigen nominalen Festgeldzinsatz der BRD umfafit N = 88
Quartalsdaten von 1970:1 bis 1991:1V. Die Originalreihe ist in Abb. 6.30 (a) wieder-
geben. Die Reihe enthélt im vierten Quartal 1973 und im dritten Quartal 1981 zwei
ausgeprégte Peaks. Die empirische Autokorrelationsfunktion (vgl. Abb. 6.30 (b)) weist
eine lange gedampfte Schwingung auf.

Die parametrischen Modellselektionskriterien AIC, AICC, SIC ermitteln bei Vorgabe
von Pmae = 30 libereinstimmend eine optimale Modellordnung von Py, = 24, das
ad hoc Kriterium SICC ermittelt eine erheblich niedrigere optimale Modellordnung
von Pmin = 2 (vgl. Abb. 6.31 (a) - (d)). Entsprechend unterschiedlich sehen die zu-
gehorigen autoregressiven Spektralschitzungen aus (vgl. Abb. 6.32 (a) und (b)): Die
autoregressive Spektralschiatzung mit p = 24 enthélt zahlreiche Peaks, die Schétzung
mit p = 2 verlauft glatt und monoton fallend. Beide Schétzungen erscheinen im Ver-
gleich zur Autokorrelationsfunktion unplausibel: Mit der Modellordnung p = 24 ergibt
sich ein sehr rauhes Spektrum mit mehreren Peaks im hochfrequenten Bereich von
[0.3 < w < 0.5]. Bei der Modellordnung p = 2 wird ein glattes Spektrum ohne lo-
kales Maximum ausgewiesen, obwohl anhand der Autokorrelationsfunktion ein lokales
Maximum im Spektrum zu erwarten ist. FEin Blick auf die Kurvenverlaufe der pa-
rametrischen Modellselektionskriterien zeigt, dafi bei allen Kriterien zahlreiche lokale
Minima auftreten: Damit héngt die ermittelte Modellordnung im wesentlichen von der
Vorgabe der maximalen Modellordnung p;,.. ab. Wird die maximale Modellordnung
weiter heraufgesetzt, z.B. auf p,.. = 50 dann tritt das bereits in Abschnitt 6.1 be-
sprochene Phénomen auf und das globale Minimum stimmt immer mit der maximalen
Modellordnung iiberein.

Fiir die nichtparametrischen Modellselektionskriterien FAIC, FAICC, FSIC und FHQ
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wurden indirekte Spektralschiatzungen mit dem Parzenfenster fiir die Stutzungspunkte
T = 1,...,75 durchgefiihrt, dies entspricht fiir die Zahl dquivalenter Freiheitsgrade
einem Bereich von [326.48 > v > 4.35]. In den Abbildungen 6.33 (a) - (d) ist nur
der Bereich [65.30 > v > 4.35] wiedergegeben, dies entspricht Stutzungspunkten von
T =5,...,75. Das FAIC ermittelt den gréfiten optimalen Stutzungspunkt bzw. die
kleinste Zahl von &quivalenten Freiheitsgraden (Tmm = 54 bzw. Upin = 6.05), das
FSIC ermittelt den kleinsten Stutzungspunkt bzw. die grofite Zahl von dquivalenten
Freiheitsgraden (Tmm = 29 bzw. DUpin = 11.26). Der gravierendste Unterschied im
Vergleich zu den parametrischen Modellselektionskriterien ergibt sich beziiglich der lo-
kalen Minima: Lokale Minima treten bei den nichtparametrischen Modellselektionskri-
terien nicht auf, die jeweiligen optimalen Minima sind auschlieSlich eindeutige globale
Minima. Die nichtparametrischen Modellselektionskriterien kénnen fiir die maximal
zuléssigen Bereiche der Stutzungspunkte 7" bzw. der dquivalenten Zahl von Freiheits-
graden v berechnet werden, ohne dafl storende Anomalien auftreten. Bei den geméafl
FAICC, FSIC und FHQ als optimal ermittelten Spektralschiatzungen ergibt sich trotz
unterschiedlicher optimaler Stutzungspunkte im grofien und ganzen das gleiche Bild
(vgl. Abb. 6.39 (b) - (d)). Das optimale Spektrum des FAIC weist im Vergleich zu
den anderen optimalen nichtparametrischen Spektralschiatzungen mehrere zusétzliche
Peaks auf (vgl. Abb. 6.39 (a)). Alle optimalen nichtparametrischen Spektren weisen
an der gleichen Frequenz w = 0.027 den dominierenden Hauptpeak aus, was einer Pe-
riode von etwas mehr als 9 Jahren entspricht. Untergeordnete lokale Nebenmaxima
sind weitgehend iibereinstimmend an den Frequenzen w ~ 0.155 und w =~ 0.250 wahrz-

unehmen. Ein lokales Maximum an der letzen Frequenz kann bei Quartalsdaten als

saisonaler Effekt interpretiert werden.

Fiir die Reihe Festgeldzinsen 148t sich feststellen, daf§ die nichtparametrischen Modell-
selektionskriterien, insbesondere FAICC, FSIC und FHQ, plausiblere Ergebnisse als
die autoregressiven Spektralschétzungen nach AIC, AICC, SIC bzw. SICC liefern. Fiir
die Kriterien AIC und AICC war bereits bei den Simulationen aufgefallen, dafl die Re-
sultate erhebliche Schwankungen aufweisen kénnen. Uberraschend sind bei der Reihe
Festgeldzinsen insbesondere die vielen lokalen Minima bei dem Kriterium SIC, das bei

den Simulationen am besten abgeschnitten hatte.



202

(a) Nominaler Festgeldzinssatz, 3 Monate
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Abb. 6.30: (a) Nominaler Zinssatz fiir Festgelder, 3 Monate unter 1 Mio., Quartalsdaten,
1970:1 bis 1991:1V, N = 88. (b) Empirische Autokorrelationsfunktion des Festgeldzinssatzes
mit approximativen 95%-Konfidenzintervallen £1.96/v/N.
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Abb. 6.31: Vergleich von Modellselektionskriterien anhand von FLP-Schitzungen fiir die

Reihe Festgeldzinssatz.
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(a) AIC, AICC, SIC, f5...
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Abb. 6.32: Vergleich von Modellselektionskriterien, autoregressive Spektralschéitzungen fiir

die Reihe Festgeldzinssatz.
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Abb. 6.34: Vergleich von Modellselektionskriterien, indirekte Spektralschitzungen mit dem

Parzen-Fenster fiir die Reihe Festgeldzinssatz.
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6.4.2 Endokrinologie: Luteinisierendes Hormon (LH)

Die Reihe luteinisierendes Hormon (LH) besteht aus 144 Messungen die in 10 miniiti-
gen Absténden iiber 24 Stunden hinweg an einer Kuh vorgenommen wurden (vgl.
NEWTON[1988, S. 591ff, Kuh 3]).

Die Originalreihe ist in Abb. 6.35 (a) wiedergegeben. Die empirische Autokorrelati-

onsfunktion besitzt ein nicht einfach interpretierbares geddmpftes Schwingungsmuster.

Fiir die parametrischen Modellselektionskriterien wurde als maximale Modellordnung
Pmaz = D0 vorgegeben. Das AIC ermittelt eine optimale Modellordnung von p,,;, = 48,
das AICC liegt mit P, = 19 bereits erheblich darunter, SIC als auch SICC ermitteln
als optimale Modellordnung p,.;, = 5. Bei den Kriterien AIC und AICC treten die
bereits bei der Reihe Festgeldzins beschriebenen Probleme sogar in verstérkter Form
auf (vgl. Abb. 6.36 (a) und (b)): Es existieren fiir weite Bereiche der Modellordnung
p zahlreiche lokale Minima, die sich numerisch kaum unterschieden. Beim AIC kann
die Wahl der Modellordnung nur als Anomalie aufgrund einer zu groflen maximalen
Modellordnung pnq. interpretiert werden, beim AICC entspricht die Wahl der Mo-
dellordnung eher einer Zufallsauswahl aus einem Bereich nahezu dquivalenter lokaler
Minima. Dagegen entpricht der Kurvenverlauf von SIC und SICC sehr viel besser der
zu erwartenden idealtypischen Form, das globale Minimum jeweils bei Py, = 5 ist
deutlich ausgeprégt (vgl. Abb. 6.36 (c) und (d)).

Das Spektrum, das mit der optimalen Modellordnung des AIC von p,,;, = 48 berechnet
wurde, ist aufgrund der zahlreichen unplausiblen Peaks fiir eine Interpretation ungeeig-
net (vgl. Abb. 6.37 (a)). Das optimale Spektrum des AICC besitzt ein breites lokales
Maximum im Bereich der Frequenz w = 0.2, dies entspricht einer Periode von ca. 50
Minuten. Im Bereich der Frequenz w = 0.4 treten zwei weitere lokale Nebenmaxima
auf (vgl. Abb. 6.37 (b)). Das optimale Spektrum von SIC bzw. SICC verlauft sehr glatt
und besitzt zwei klare lokale Maxima bei w = 0.2 und w = 0.4 (vgl. Abb. 6.37 (c)).
Alle optimalen parametrischen Spektren weisen zudem ein globales Randmaximum bei
der Frequenz w = 0.0 auf. Dies kann ein Hinweis darauf sein, dafl bei der Originalreihe
eine Trendbereinigung oder Differenzenbildung erforderlich sein kann.

Die nichtparametrischen Modellselektionskriterien wurden fiir die Stutzungspunkte
T = 1,...,120 bzw. einer Zahl dquivalenter Freiheitsgrade im Bereich [534.24 >
v > 4.45] berechnet. In den Abbildungen ist der Bereich T' = 6,...,120 bzw.

[89.04 > v > 4.45] wiedergegeben. Bei den Kurvenverldufen der nichtparametrischen
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Modellselektionskriterien fillt wiederum auf, dafl bei allen ein eindeutiges globales Mi-
nimum ohne weitere lokale Minima vorliegt. Das FAICC und das FHQ ermitteln das
gleiche optimale 7,,,;, = 9.89, was einem Stutzungspunkt von T" = 54 entspricht. Das
FAIC ermittelt die kleinste optimale Zahl von dquivalenten Freiheitsgraden 2,,,;, = 7.03
bzw. den grofiten Stutzungspunkt 7' = 76. Das FSIC ermittelt den kleinsten Stutzungs-
punkt, 7" = 38 und die grofite Zahl von dquivalenten Freiheitsgraden, ,,;, = 14.06.
Die identischen optimalen Spektralschéitzungen von FAICC und FHQ stimmen weitge-
hend mit der optimalen Spektralschiatzung des FSIC iiberein, neben dem Hauptpeak
bei w = 0.2 weisen alle drei Spektren im Bereich der Frequenz w = 0.4 zwei lokale
Nebenmaxima auf (vgl. 6.39 (b) - (c)). Bei der optimalen Spektralschéitzung des FAIC
wird das Hauptmaximum bei w = 0.2 bereits in zwei Hauptmaxima aufgespalten (vgl.
6.39 (a)). Das Beispiel der Reihe luteinisierendes Hormon zeigt, daf die Kriterien AIC
und AICC aufgrund ihres problematischen, erheblich von der idealtypischen Form ab-
weichenden Kurvenverlaufes als Modellselektionskriterien ungeeignet sind. Von den
nichtparametrischen Kriterien erscheint das FAIC am wenigsten geeignet. Alle ande-
ren Kriterien konnen grundsétzlich als Modellselektionskriterien in Betracht gezogen
werden, eine genauere Auswahl kann nur im Rahmen einer substanzwissenschaftlichen

Fragestellung erfolgen.
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(a) Luteinisierendes Hormon

30.0

20.0 - ‘ ‘ =

10.0 -

0.0 | | | | | | | | | | |
0 120 240 360 480 600 720 840 960 1080 1200 1320 1440

Zeit (min)

(b) Autokorrelationsfunktion

I0—T—T 7 1T T 17T 1T 1T 1 1T 1T 1T T T T T T T T T 1

0.6 -

0.2

—-0.2 F

—-0.6 =

1.0 ] O e A A A A A A A A A N B
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80

Lag
Abb. 6.35: (a) Luteinisierendes Hormon, im 10 Minuten-Abstand an einer Kuh gemessene
Werte, N = 144, Daten aus NEWTON[1988, S. 592, Kuh 3]. (b) Empirische Autokorre-

lationsfunktion des luteinisierenden Hormons mit approximativen 95%-Konfidenzintervallen

+1.96/+/N.
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Abb. 6.36: Vergleich von Modellselektionskriterien anhand von FLP-Schitzungen fiir die
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Abb. 6.37: Vergleich von Modellselektionskriterien, autoregressive Spektralschitzungen

nach der FLP-Methode fiir die Reihe luteinisierendes Hormon.
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Abb. 6.38: Vergleich von Modellselektionskriterien anhand von indirekten Spektralschitzun-

gen mit dem Parzen-Fenster fiir die Reihe luteinisierendes Hormon.
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Abb. 6.39: Vergleich von Modellselektionskriterien, indirekte Spektralschitzungen mit dem

Parzen-Fenster fiir die Reihe luteinisierendes Hormon.
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6.4.3 Astronomie: Sonnenfleckenindex

Seit YULE[1927] ist die Reihe des Sonnenfleckenindex ein klassisches Anwendungsbei-
spiel fiir Spektralanalyse. Der hier verwendeten Reihe liegen Monatsdaten aus MAR-
PLE[1987, S. 470ft] fiir den Zeitraum von 1700 - 1984 zugrunde. Eine genauere Be-
schreibung iiber Berechnung des Sonnenfleckenindex ist ebenfalls bei MARPLE[1987,
S. 13ff] zu finden. Da fiir die ersten 50 Jahre nur grobe Schétzungen der Monatswerte
vorliegen, wurde die Reihe auf N = 285 Jahreswerte aggregiert, indem jeweils der Wert
des Monats Juni ausgewahlt wurde.

Die auf Jahresdaten aggregierte Reihe ist in Abb. 6.40 (a) dargestellt. Die empirische
Autokorrelationsfunktion zeigt dasjenige typische Schwingungsverhalten, welches auf-
tritt, wenn der datenerzeugende Prozefl z.B. ein AR-Prozefl mit mindestens einem Paar
konjugiert-komplexer Wurzeln am Einheitskreis ist (vgl. Abb. 6.40 (b)).

Fiir die parametrischen Modellselektionskriterien wurde die maximale Modellordnung
mit e = 50 vorgegeben. Im Gegensatz zur Reihe Festgeldzins und luteinisierendes
Hormon weisen bei der Reihe Sonnenfleckenindex alle Verlaufskurven der parametri-
schen Modellselektionskriterien eine dquivalente idealtypische Form auf, als optimale
Modellordnung wird von allen Kriterien der Wert py,;, = 10 ermittelt (vgl. Abb. 6.41
(a) - (d)). Entsprechend sind alle optimalen Spektralschitzungen fir AIC, AICC,
SIC und SICC identisch (vgl. Abb. 6.42): Das Spektrum besitzt ein lokales Haupt-
maximum bei w &~ 0.1 was einer Periodenlénge von ca. 10 Jahren entspricht, weitere
Nebenmaxima sind bei w ~ 0.2 und w ~ 0.3. Die Nebenmaxima sind wahrschein-
lich als Oberschwingungen der Grundfrequenz des Hauptmaximums von w = 0.1 zu
interpretieren. Zusétzlich existiert noch ein globales Randmaximum bei der Frequenz
w = 0.0.

Fiir die nichtparametrischen Modellselektionskriterien FAIC, FAICC, FSIC und FHQ
wurden indirekte Spektralschatzungen mit dem Parzen-Fenster fiir die Stutzungspunkte
T =1,...,120 durchgefiihrt, dies entspricht fiir die Zahl dquivalenter Freiheitsgrade
einem Bereich von [1057.35 > v > 8.81]. In den Abbildungen 6.43 (a) - (d) ist nur
der Bereich [132.17 > v > 8.81] wiedergegeben, dies entspricht Stutzungspunkten von
T = 8,...,120. Die Kurvenverldaufe weisen wiederum idealtypische Formen auf, al-
lerdings besitzt das Kriterium FAIC ein globales Randminimum bei 7,,;,, = 8.81 bzw.
T, min = 120 und erzielt damit, wie auch bei den anderen beiden Zeitreihen, die kleinste
optimale dquivalente Zahl von Freiheitsgraden. Da das FAIC ohnehin eine Tendenz zur

Uberschiitzung des Stutzungspunktes bzw. zur Unterschiitzung der dquivalenten Zahl
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von Freiheitsgraden besitzt, wurde darauf verzichtet den maximalen Stutzungspunkt
noch weiter zu erhohen. Den kleinsten optimalen Stutzungspunkt bzw. die grofite op-
timale Zahl von dquivalenten Freiheitsgraden ermittelt das Kriterium FSIC (T in = D9
bzw. Upmin = 17.92). Die entsprechenden optimalen Spektralschiatzungen (vgl. Abb.
6.44 (a) - (d)) weisen erheblich mehr lokale Maxima auf als die parametrisch ermittelte
Spektralschiatzung. Neben dem Hauptmaximum bei w ~ 0.1 existiert z.B. bei den op-
timalen Spektren nach FAIC, FAICC und FHQ ein Nebenmaximum bei der Frequenz
w =2 0.008, was ca. einer Periode von 125 Jahren entspréche. Bei den optimalen Spek-
tren nach FAIC und FAICC erscheint weiterhin ein lokales Maximum an der Frequenz
w =~ 0.12, was ca. einer Periode von etwas mehr als 8 Jahren entspriche.

Fiir die Reihe Sonnenfleckenindex kann festgestellt werden, dafl die parametrischen
Modellselektionskriterien eine identische und plausiblere Spektralschiatzung ermitteln,
als die nichtparametrischen Kriterien. Von den nichtparametrischen Modellselektions-

kriterien erscheint lediglich das Kriterium FSIC akzeptabel.
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Abb. 6.40: (a) Sonnenfleckenindex, jeweils die Werte des Monats Juni von 1700 - 1984,
N = 285, Daten aus MARPLE[1987, S. 470ff]. (b) Empirische Autokorrelationsfunktion des
Sonnenfleckenindex mit approximativen 95%-Konfidenzintervallen £1.96/v/N.
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: Vergleich von Modellselektionskriterien, FLP-Schétzungen fiir Sonnenfleckenin-
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Abb. 6.42: Vergleich von Modellselektionskriterien, autoregressive Spektralschitzungen
nach der FLP-Methode fiir die Reihe Sonnenfleckenindex.
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Abb.  6.43: Vergleich von Modellselektionskriterien an Hand von indirekten Spek-

tralschiatzungen mit dem Parzen-Fenster fiir die Reihe Sonnenfleckenindex.
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Abb. 6.44: Vergleich von Modellselektionskriterien, indirekte Spektralschitzungen mit dem

Parzen-Fenster fiir die Reihe Sonnenfleckenindex.



Kapitel 7
Zusammenfassung

Das Problem der automatischen parametrischen und nichtparametrischen Spektral-
schatzung wurde in einem geschlossenen und einheitlichen Rahmen diskutiert und ver-
schiedene methodisch-statistische Erweiterungen entwickelt.

Fiir autoregressive Spektralschitzungen wurden umfassend alternative Schétzverfahren
sowie deren Bedeutung bei speziellen Problemstellungen diskutiert. Inbesondere bei
hochauflosenden Spektralschitzungen ist der Wahl eines geeigneten autoregressiven
Schéatzverfahrens besondere Bedeutung zuzumessen.

Anhand von Beispielen war gezeigt worden, dafl klassische Diskrepanzmafe, wie z.B.
der integrierte quadratische Fehler oder das Kullback-Leibler-Kriterium im Frequenz-
bereich, im allgemeinen keine sinnvollen Diskrepanzmafle fiir den Vergleich von Spek-
traldichtefunktionen sind. Da sinnvolle Diskrepanzmafle aber unabdingbare Vorausset-
zung zur Evaluierung von automatischen Verfahren der Spektralschiatzung sind, wurde
eine neue Klasse von global korrigierten Diskrepanzmaflen entwickelt, mit denen sich
die Méngel der klassischen Diskrepanzmafle korrigieren lassen. Zur Evaluierung von
automatischen Verfahren der Spektralschétzung wurde ein spezielles global korrigiertes
Diskrepanzmafl vorgeschlagen, das besonders geeignet scheint, auch die visuell wahr-
nehmbaren Unterschiede zwischen zwei Spektren zu beschreiben.

Gelaufige parametrische Modellselektionsverfahren wurden vorgestellt und hinsichtlich
verschiedener Optimalitéitskonzepte kritisch diskutiert. Es mufite festgestellt werden,
daf} keines der Optimalitdtskonzepte klare theoretische Anhaltspunkte dafiir liefert,
dafl allgemein ein bestimmtes parametrisches Modellselektionskriterium den anderen
vorgezogen werden kann. Insbesondere das Konzept der Ordungskonsistenz beziiglich

eines ,wahren“ datenerzeugenden Prozesses mufl als Beurteilungsmafistab fiir para-
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metrische Modellselektionskriterien zuriickgewiesen werden. Auf spezielle Probleme
von parametrischen Modellselektionskriterien bei kleinen Stichprobenumfiangen wurde
hingewiesen, in Anlehnung an HURVICH/TSA1[1989] wurden weitere korrigierte para-
metrische Modellselektionskriterien fiir kleine Stichprobenumfénge vorgeschlagen.

Fiir nichtparametrische Spektralschiatzungen wurden zunéchst zwei Kreuzvalidierungs-
verfahren im Frequenzbereich vorgestellt. Als Verallgemeinerung der Ansétze von
HANNAN/RISSANEN[1988], HURVICH/BELTRAO[1990] und HURVICH[1992] wurde eine
neue Klasse von strafenden nichtparametrischen Modellselektionskriterien vorgeschla-
gen. FEin Vorteil dieser Klasse von Modellselektionsverfahren im Vergleich zu Kreuz-
validierungsverfahren im Frequenzbereich ist insbesondere die einfache und schnelle
Berechenbarkeit. Dariiberhinaus konnen diese nichtparametrischen Kriterien in un-
mittelbarer Analogie zu den iiblichen parametrischen Modellselektionskriterien inter-
pretiert werden, der Strafterm kann entsprechend leicht modifiziert und an spezielle

Problemstellungen angepafit werden.

Die Simulationsergebnisse, basierend auf vier verschiedenen datenerzeugenden Prozes-
sen (drei AR-Prozesse, ein MA-ProzeBl) und jeweils vier parametrischen und vier nicht-
parametrischen Modellselektionskriterien konnen wie folgt zusammengefafit werden.
Bei den parametrischen Modellselektionskriterien und Anwendung der FLP-Schétzung
erzielte das SIC, unabhéngig von dem datenerzeugenden Prozef3, die besten Ergebnisse.
Handelte es sich bei dem dem datenerzeugenden Prozefl nicht um einen autoregressiven
ProzeB3, so konnten mit den nichtparametrischen Schétzverfahren bessere Ergebnisse
erzielt werden.

Beschriankt man sich auf einen Vergleich der nichtparametrischen Modellselektionskri-
terien, so kann kein gleichméflig bestes Kriterium ermittelt werden. In Abhéngigkeit
von dem datenerzeugenden Prozefl kénnen entweder mit dem ad hoc Kriterium FAIC,
dem ad hoc Kriterium FSIC oder dem ad hoc Kriterium FHQ die besten Ergebnisse
erzielt werden.

DaB die Aussagen der Simulationsstudie, insbesondere was die Uberlegenheit des SIC
betrifft, nicht ohne weiteres verallgemeinert werden diirfen, zeigen die Anwendungs-
beispiele mit echten Zeitreihen. Bei der Reihe Festgeldzins treten z.B. auch mit dem
Kriterium SIC Probleme aufgrund eines extrem atypischen Kurvenverlaufs auf, statt
eines deutlich ausgepréigten globalen Minimums waren zahlreiche lokale Minima zu
beobachten.
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Sowohl die Simulationsergebnisse als auch die Anwendungsbeispiele belegen, dafl keine
allgemeine Empfehlung fiir ein bestimmtes automatisches Spektralschiatzverfahren ge-
geben werden kann. Ein allgemeiner methodischer Rahmen zur Entwicklung und Eva-
luierung von verschiedenen automatischen Schétzverfahren wurde jedoch in dieser Ar-
beit aufgezeigt. Eine sinnvolle Auswahl von Modellselektionskriterien zur automati-
schen Spektralschiatzung ist nur im Rahmen einer konkreten substanzwissenschaftli-
chen Fragestellung bei Verfiigbarkeit von a priori Informationen méglich. Erfolgreiche

praktische Anwendungen sind der letztendlich giiltige Beurteilungsmafistab.



Anhang A
Toeplitzmatrizen

Die Eigenschaften von Toeplitzmatrizen und insbesondere die rekursive Berechnung von
inversen Toeplitzmatrizen mit Hilfe der Levinson-Durbin-Rekursion sind grundlegend
fiir die numerische Implementierung von Schétzern fiir AR-Prozesse. Die Darstellung
hier folgt MARPLE[1987, S. 80ft].

Def. A.0.1 (Toeplitz-Matrizen)
Sei {t;,l € Z} eine komplexwertige Folge. Dann heifit eine Matriz der Form

to t_1 ... t_nN
ty
(A.1) Ty =
t_q
tn ... 11 to

mit ty = ti—m, L,m = 1,... (N + 1) Toeplitzmatriz der Ordnung (N + 1). Fir

hermatische Toeplitzmatrizen mit T% = TN gqilt zusdtzlich: t; =t~ .

Toeplitzmatrizen sind symmetrisch beziiglich der Gegendiagonalen (persymmetrisch),
d.h. es gilt

T=JTJ,

wobei J eine ordnungskonforme Reflektionsmatrix ist, die nur Einsen auf der Gegen-

diagonalen besitzt:
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Die Inverse einer Toeplitzmatrix ist ebenfalls persymmetrisch und soll sich darstellen

lassen als:

U]\[:frj_\,1 =

UNN

Die Inverse Matrix U y kann vollstdndig bestimmt werden, wenn die erste Spalte von

Un

(A.2)

to t—1 ... T_nN
ty

t_q
tn ... t1 g

sowie die letzte Spalte von von U y

(A.3)

berechnet worden ist (vgl. z.B. MARPLE[1987, S. 81ff]).

to t—1 ... T_nN
ty

t_q
tn ... t1 g

Uoo

U(N-1)0

UNo

UoN

UN-1)N

UNN

Fiir die weitere Darstellung ist es einfacher, Gleichung (A.2) und Gleichung (A.3)

umzuformen: Gleichung (A.2) wird auf der linken und rechten Seite durch ugy dividiert

und Gleichung (A.3) wird auf der linken und rechten Seite durch uyy dividiert.
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Mit a;ny = w/ugo fiir L = 1,... , N und ¢} = 1/ugg ergibt sich fiir Gleichung (A.2):

t() t_l e t_N 1 C(JIV
t1
(A.4) =
t 4 AQ(N-1)N
tN e tl tO aANN 0
und mit by = U(N_z)N/UNN firl=1,...,N und c’]’\, = 1/upyn ergibt sich fiir Gleichung
(A.3):
to t_1 ... t_nN by N 0
t1
(A.5) =
11 blN 0
ty ...t o 1 &

Aus der Persymmetrie von U y folgt ugyg = unyn so dafl gilt: ¢} = c’}v = cpn.

Grundlegend fiir die rekursive Berechung der Koeffizienten a,, = (a1, ... ,an,)" und
b, = (bin,... ,bpn) fir n = 1,... N ist die Darstellung einer Toeplitzmatrix als

gerdnderte Matrix:

Tn—l JSn t() S;l
(A.6) T, = = ,
'I":ZJ t() 'I"n.] Tn—l
mit den Vektoren v, = (t1,...,t,) und s, = (t_1,...,t_,)" sowie der ordnungskon-

formen Reflektionsmatrix J.
Durch Induktion 148t sich ableiten, daf sich die Koeffizienten des Vektors a,, mit Hilfe

der Vektoren a,,_; und b,,_; darstellen lassen als:

(A?) = a,_1 + anp an—l )
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bzw. bei elementeweiser Betrachtung fiir [ =1,... ,(n —1):

(A.8) Ain = Ayp—1) + Cnbn—1)(n—1)-

Zur Bestimmung des Skalars a,,, wird die Gleichung (A.7) auf beiden Seiten von links
mit T, multipliziert, wobei fiir T',, unter Verwendung von (A.6) eine geeignete Parti-

tionierung gewéahlt wird. Damit ergibt sich:

(A.9)
1 0
1 T,.1 Js, to s
T” = Qpn—1 + Qnn an—l
a, riJ i ro.J T,
0 1

Unter Verwendung von Gleichung (A.4) und (A.5) ergibt sich aus (A.9):

Cn Cn—1 Va
0 0 0
0 0 0
0 An Cn—1
mit
1 n
(A.11) A, =7 J = tam-t)(n-1), Gon-1) =1
a,_1 =1
’ an—l n
(A.12) Vo=35, = tobm-tyin-1), bom-1) = 1.
1 =1

Aus der letzten Zeile von (A.10) ergibt sich:
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(Alg) App = _An/cn—h

so daf} sich die erste Zeile von (A.10) darstellen 148t als:

(A.14) Cn = Cn1 + Vi = —A,Vy /.

Analog ergibt sich als Update-Gleichung fiir den Vektor b,,:

0 1
Jb,
(A 15) == an—l + bnn Ap_1 )
1
1 0
bzw. bei elementeweiser Betrachtung fiir { =1,...,(n —1):
(A.16) bin = byin-1) + bunGn—1)(n-1)-

Pramultiplikation von (A.15) mit T, ergibt:

(A.17)
0
an t() S;l Tn—l JSn
T, = Jb,_1 | +bun
1 'I"nJ Tn—l 'I";l.] t()
1
was sich zusammenfassen 1483t zu:
0 0 0
(A.18) : = : + bun
0 0 0
CTL Cn—l An
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A, und V,, in (A.18) sind wie oben in (A.11) und (A.12) definiert.
Aus der ersten Zeile von (A.18) folgt:

(Alg) bnn = —Vn/cn_l.

Mit (A.19) 1aBt sich (A.14) darstellen als:

(AQO) Cp = Cp—1 + ann(_bnncn—l) = Cn—l(l - annbnn)

Mit den Gleichungen (A.11), (A.12), (A.13), (A.19), (A.8), (A.16) und (A.14) kénnen
die Vektoren a, und b, rekursiv fiir n =0, ... , N berechnet werden. Die vollstindige
Darstellung der Inversen Uy unter Verwendung von a, und b, 148t sich aus der fol-
genden Darstellung der partitionierten Matrix Uy ableiten (vgl. MARPLE[1987, S.
85ff]):

(A.21)
1 1 by 1 [ exnUn-1+ JbyalyJ Jby

UN — — = —
N\ and exUpn_q+ aybly CN a'yJ 1

Mit Hilfe von (A.21) ergeben sich die einzelnen Elemente uy/[l, k] als:

(A.QQ) UN[O,O] = UN[N, N] = 1/CN
(A23) UN[O, k] = UN[N — k’,N] = bN[k’]/CN fir 1 S k S N
(A.24) un[l,0] = un[N,N =] = an[l]/en fir 1<I<N

(A.25) un[l+ 1, k+1] =un[N,N — 1] = an[l,N]/ex fir 1<I<N
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(A.26)
UN[Z —+ 1,]€ —+ 1] = UN_l[l,k] + aN[l —+ 1]6]\/[/6 —+ 1]/6]\[ fir 0< l,k < N-1

(AQ?) UN[Z, k] = UN_l[l, k] + bN[N — l]aN[N — k’]/CN fir 0< l, k< N-1

(A.26) und (A.27) lassen sich so zusammenfassen, dafl un_1[l, k| eleminiert wird:

1
(AQ&;N[Z + 1, k + 1] = UN[Z, k] + c—(aN[l —+ 1]6]\/[/6 + 1] — bN[N — l]aN[N — k’])
N
fir 0<lk<N-—1

Fiir den Spezialfall einer hermitischen Toeplitzmatriz mit T? = T gilt r,, = s’ , so daf

folgt:

(A.29) a,="b,
und
(A.30) A, =V.

¢, ergibt sich in diesem Fall als:

(Agl) Cp = Cn—l(l - |ann|2)7

so daf} ¢, reell und positiv ist.

Zur Losung des linearen Gleichungssystems

(A.32) Tnxy =1yy,

mit dem unbekannten Lésungsvektor xy = (o, ... ,xx) mufl die inverse Matrix T~ v

nicht explizit berechnet werden. Nach Ermittlung von x( iiber den Ansatz
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(A.33) toZo = Yo,
kann der Losungsvektor @,, = (2o, ... ,z,) rekursiv fiir n = 1,... , N {iber die Update-
Gleichung
Lp—_1 an—l
(A.34) T, = + ay,
0 1

berechnet werden. Der Skalar «,, kann bestimmt werden, indem Gleichung (A.34) mit
Ty pramultipliziert wird, so daf§ sich y,, unter Verwendung einer geeigneten Partio-

nierung geméf (A.6) darstellen &8t als:

0
Yn—
(A.35) Y, = o
Bn 0
Cn
mit
n—1
(A.36) Bn=1 Jr, 1 = Z Titpi.
1=0
Aus der letzten Zeile von (A.35) «, folgt:
(A.37) ay = 2 - bn

Die vorstehenden Ausfithrungen werden im folgenden Satz zusammengefaft:

Satz A.0.1 (Toeplitz-Gleichungssystem)
Sei T'y eine Toeplitzmatriz der Ordnung (N + 1). Dann kann die Losung xn des

Gleichungsystems

Tnvxy =Yy
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rekursiv mit den Gleichungen (A.11), (A.12), (A.13), (A.19), (A.8), (A.16),(A.14),
(A.37), (A.36) und (A.34) berechnet werden.

Die Eigenvektoren von hermitischen Toeplitzmatrizen besitzen verschiedene spezielle
Eigenschaften (vgl. z.B. CANTONI/BUTLER[1976]). Von Interesse ist hier noch der
folgende Satz (vgl. z.B. MAKHOUL[1981, 1985]):

Satz A.0.2 (Eigenvektoren hermitischer Toeplitzmatrizen)
Sei T'y eine Toeplitzmatriz der Ordnung (N + 1). Umin und Uma, seien die Figenvek-
toren, die zu dem kleinsten und dem grofiten Eigenwert \pin und Apee gehoren, die
algebraische Vielfachheit von Ay und e sei gleich Eins.

Dann besitzen die Polynome

N
Z VUmin|k + 1]z_k

k=0

und
N
Z VUmaz|k + 1]2"’“
k=0

N Wurzeln auf dem Einheitskreis.
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